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Esercizio 1

a)

b)

Consideriamo la direzione individuata dal filo che collega le varie masse e assumiamo come
positivo il verso da m; ad m. Le masse m; ed m sono sospese in verticale e pertanto su di
esse agisce la forza peso e la tensione dei fili. Sulle masse mo ed mg, invece oltre alla forza
peso e alla tensione dei fili agisce anche la forza di attrito statico che puo essere positiva o
negativa a seconda se il sistema di masse tende a muoversi in maniera concorde o opposta al
verso di percorrenza scelto (in particolare, se le masse tendono a muoversi lungo il verso di
percorrenza scelto allora le forze di attrito statico sono negative in coso contrario sono posi-
tive). Proiettando le varie forze descritte lungo la direzione individuata dai fili, le condizioni
di equilibrio sono:

— mig + 7= 0

— 71+ T £ psmag =0

(1)

— Ty + 73 + mzgsina £ pusmsgcosa =0
—T3+mg:O

Risolvendo il sistema (1) nelle incognite 71, 72, 73 ed m si ottiene:

T =MmM1g

Ty = (M1 F psma)g
T3 = [m1 — mgsina F (mg + mg cos a) g

(2)
m = mj — mgsina F (mg + mg cos ) i

Dall’ultima delle (2) si ricava facilmente che affinché vi sia equilibrio deve essere m,,;, < m <
Mynaz dOVe:

(3

~—

Mimin = M1 — Mg sina — (mg + mg cos @) us ~ 2.1kg
Mimaz = M1 — Mz sina + (mg + mg cos ) ps ~ 5.9kg

Per ricavare 1’accelerazione a delle quattro masse occorre scrivere la seconda legge della di-
namica per ognuna di esse tenendo conto che essendo i fili inestensibili ’accelerazione deve
essere la stessa per tutte e quattro le masse. Poiché m > m,,,, il sistema non e in equilibrio e
le masse si muovono nel verso che va da m; ad m (ossia m scende verso il basso). Le equazioni
del moto pertanto si scrivono come:

—mig + 1 = ma
— T1 + T2 — flgMag = Maa
— To + T3 + mgg sin a — pgmsg cos & = mgza

— T3+ mg = ma

Risolvendo nelle incognite 71, 75, 73 ed a si ottiene:

(71 = my(g +a)
Ty = my(g + a) + ma(a + pag)
73 = ma(g + a) + ma(a + ptag) + ms(a + prag cos @ — gsin ) (5)
, M + mgsina — (mg + mg cosoz),udg ~166™

\ m + mq + mso +mg3 2
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c) Se indichiamo con L il lavoro effettuato dalle forze d’attrito e con E; ed E rispettivamente
I'energia totale meccanica iniziale (quando le 4 masse sono ferme e la massa m si trova ad
un’altezza h dal suolo) e finale (quando le 4 masse sono in moto con la stessa velocita v e la
massa m si trova al suolo) la conservazione dell’energia si scrive come:

Ei—i-L:Ef — Ti—i-Ui—i-L:Tf—i-Uf — Tf:Ui—Uf—FL (6)

dove con T ed U si ¢ indicato rispettivamente 'energia cinetica a potenziale (gravitazionale)
delle 4 masse e si ¢ tenuto conto del fatto che inizialmente il sistema ¢ in quite (7; = 0). La
variazione di energia potenziale U; — Uy ¢ determinata dal moto delle masse m;, ms e m in
quanto mgy si muove orizzontalmente. In particolare m; sale di una quantita h, mg scende
della quantita hsina e m scende di h. Di conseguenza:

Ui —Us; = (m—mg+mgsina)gh (7)

Il lavoro L compiuto dalle forze di attrito e dovuto alle sole masse mo ed mgs che si spostano
lungo la superficie del supporto per un tratto pari ad h:

L = Ly+ Ly = —(ma + ms cos a)uagh (8)

Sostituendo la (7 ) e la (8) nella (6) si ottiene:

\/(m — mgy + masina) — pg(ms + mg cos )
Vv =

m
2gh ~ 2.3— (9)
mi +me +ms3+m S

Infine, I'energia E, dissipata dalle forze d’attrito ¢ pari al valore assoluto del lavoro da esse

svolto ossia:
E, = |L| = |Ls + Ls| = (mg + mg cos o) pragh ~ 9.3J (10)

Esercizio 2

a) Le forze che agiscono sul rullo sono la forza peso mg verticale e applicata nel suo centro
di massa, la reazione vincolare N esercitata dal piano inclinato (ortogonale alla superficie
del piano inclinato e da essa uscente) e la forza di attrito statico ﬁa applicata nel punto di
contatto tra piano inclinato e rullo parallela al piano inclinato ed opposta alla direzione del
moto del rullo. Possiamo quindi scrivere le equazioni cardinali della dinamica come:

mgj—l—ﬁ—l—ﬁa:mﬁc
. dLp (11)
P

dove a, rappresenta 'accelerazione del centro di massa del rullo e i momenti sono calcolati
rispetto al polo P punto di contatto tra piano inclinato e rullo (asse istantaneo di rotazione
del rullo). Poiche il moto deve essere di puro rotolamento alle (11) va aggiunta la condizione
U, = —w X 7 dove & e il vettore velocita angolare che descrive le rotazioni del rullo intorno
al suo asse di rotazione. Proiettiamo le (11) in un sistema di riferimento in cui l'asse x &
diretto parallelamente alla superficie al piano inclinato (da A verso B), 'asse y ¢ ortogonale
alla direzione del piano inclinato e uscente e ’asse z € orgonale al piano xy e uscente:

mgsina — F, = ma,
N —mgcosa =0 (12)
dw

—mgrsina = —Ip—

dt



b)

dove Ip e il momento di inerzia del rullo rispetto ad una asse passante per il punto P. Si
noti che nel sistema di riferimento scelto le rotazioni del rullo (viste dall’asse z) sono orarie e
quindi la proiezione di @ sull’asse z ¢ negativa e 'accelerazione del centro di massa ¢ diretta
come l'asse x. La condizione di puro rotolamento nel sistema di riferimento scelto si scrive
come v, = wr e quindi a. = wr. Sostituendo tale condizione nella terza delle (12) si ottiene:

mr2

a, = —gsina (13)
Ip

Sostituendo la (13) nella prima delle (12) possiamo calcolare F:

Io — 2
F,= (P—W> mgsin a (14)
Ip

Tenendo conto che la massima forza di attrito statico sviluppabile ¢ pari a usN e che N =
mg cos a (seconda delle (12)) si ottiene la condizione richiesta sull’angolo «:
Ip
Fa < ugN — tan apee = ————— s (15)
Ip — mr?
Considerando che per un rullo cilindrico omogeneo pieno di massa m e raggio r il momento
di inerzia Ip ¢ pari a 3mr?/2 si ottiene:

Qmae = arctan(3pus) ~ 30.96° (16)

Poiché a ¢ maggiore di a,,., calcolata precedentemente ¢ chiaro che affinché il rullo rotoli
sul piano inclinato occorre applicare una forza f rallentante. Aggiungendo tale forza le (12)
diventano:
mgsina — F, — f = ma,
N —mgcosa =0 (17)
: dw
—mgrsina+rf = _[PE

Da cui procededendo analogamente a quanto fatto precedentemente si ricava:

mr? | r?
. = ——gsina — —f
Ip Ip
Ip —mr? (18)

Imponendo infine ancora la condizione F, < usN dopo semplici calcoli si ottiene la seguente
condizione su f,in:

Ip .
5 Hsmg cos v = (sina — 3j, cos a)mg ~ 3.7N (19)

fmin =mgsinae — ———
Ip —mr

Si noti come fi = 0 s€ @ = Qupq, dato dalla (15).

Possiamo facilmente ricavare 7 a partire dall’accelerazione trovata per il centro di massa del
rullo data dalla prima delle (18). Integrando infatti due volte rispetto al tempo si ottiene
la legge oraria del centro di massa del rullo (che compie un moto uniformemente accelerato
lungo il piano inclinato): z.(t) = (1/2)a.t* (supponendo l'origine del sistema di riferimento
nella posizione occupata dal centro di massa del rullo quando questo si trova nella posizione
iniziale A). Imponendo che z.(7) = h/sin « si ottiene:

2h

a. sin «

(20)



d)

Per ottenere a. sostituiamo la (19) nella prima delle (18):

mr?

ac 5 G1hs COS (21)

Ip —mr

Sostituendo infine la (21) nella (20) otteniamo:

Ip —mr? 2h h
T = \/ P ZLT - = \/ - ~ 1.46s (22)
mr glts COS (x S1In & glts COS (x S1n (v

Determiniamo infine vg (velocita centro di massa del rullo in corrispondenza del punto B)
considerando che vg = a,7:

2a.h mr2  2gh 4hg s m
vp =1\ — = IHs _ \/ Ils 4550 (23)
sin o Ip —mr? tana tan o S
Si noti che alla stessa espressione si poteva giungere applicando la legge di conservazione
dell’energia meccanica:

1 1
mg(h+1)+ Ly = §mv129 + §Icw2 + mgr (24)

dove Io rappresenta il momento di inerzia del rullo ripetto ad una asse passante per il suo
centro di massa ed L; rappresenta il lavoro effettuato dalla forza f Risolvendo per wvg
(ricordando la condizione di puro rotolamento (vg = wr) e tenendo conto che L; = — fh/sin
e Ic = Ip — mr?) ¢ facile verificare che si ottiene la stessa espressione data (23).

Le forze che agiscono sul piano inclinato sono la forza peso Mg verticale rispetto alla su-
perfice orizzontale e diretta verso il basso, la reazione vincolare R esercitata dalla superficie
orizzontale (anch’essa verticale e diretta verso I’alto), la forza di attrito statico ﬁs orizzontale,
le forze —N e —F, che in base al terzo principio il rullo esercita sul piano inclinato durante il
suo moto da A a B. Di conseguenza la condizione di equilibrio per il piano inclinato si scrive:

Mi+R+F,~N—-F,=0 (25)

Proiettando questa equazione vettoriale nella direzione orizzontale e verticale si ottiene:

— Mg+ R — N cos pae — Fsin g =0 (26)
— Nsin aypgr + F, cO0S ppge + Fs =0
Poiché deve essere F; < R si ottiene facilmente:
0> |N sin apae — Fl cOS Qg (27)

- Mg-‘-NCOSOfmaI“_FaSinamax

Sostituendo nella (27) le espressione di N e F, date dalla seconda delle (12) e dalla (14)
rispettivamente, dopo semplici passaggi algebrici si ottiene:

L m2r? Sin e COS Qumas
— Ip(M +m) — m2r2sin® g,

(28)

Tenendo infine conto della (15) il minimo coefficiente di attrito statico necessario affinché il
piano inclinato resti fermo e:
m2r?us(Ip — mr?) 2mji

Hmin = O+ m) [(Tp — mr?)? + T2422] — mPr T2 M(L+ 072) + m(1 + 312)
(29)




Esercizio 3

Per risolvere 1’esercizio utilizziamo la costanza della portata dell’acqua nel tubo e I'equazione di

Bernulli. In particolare, dalla costanza della portata risulta:

d 2
’IJ()SO = 11151 — U1 = <d—0) Vo = 118%
1

Dall’equazione di Bernulli, invece si ricava:
Loy Loy
Py + 2PY + pgho = P, + 2PVY + pghy
Tendo conto che Ah = hy — hg = bm si ha:

L5 1 (di—dy\ ,
P = Py+ —p(vg —vi) — pgAh = By + =p vy — pgAh =~ 2.51atm

9 2 df

(30)

(31)

(32)



Figura 1: Trasformazioni subite dal gas

Esercizio 4

a)

b)

Calcoliamo innanzitutto le variabili P, V' e T in corrispondenza degli stati A, B e C. Per
quanto riguarda lo stato A, essendo gia note Vy, P4 e T4, utilizzando ’equazione di stato dei
gas perfetti possiamo ricavare il numero di moli:

_ PAVy
"TRT

La trasformazione A — B ¢ isocora e quindi si ha Vg = V4 =5l e Py/Ty = Pp/Tp da cui
possiamo ricavare T'g:

~ 0.20moli (33)

P
Ty = 2T, = 900K (34)
Py

La trasformazione B — (' e isoterma e quindi T = T = 900K e PgVp = PV da cui
possiamo ricavare Vi (essendo nota Pc):

P
Ve = 2V =151 (35)
Pc

Il grafico nel piano PV delle trasformazioni subite dal gas e riportato in figura 1. Il tratto
A — B e verticale, il tratto B — C' & un ramo di iperbole equilatera ed infine il tratto C' — A
e orizzontale.

Essendo la trasformazione A — B isocora il lavoro ¢ nullo (Lap = 0) mentre la quantita di
calore scambiata ¢ data da:

P 3
QAB = ch(TB — TA) = ncy (P—B — 1) TA = §<PB — PA)VA ~ 1519.9J (36)
A
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dove si e tenuto conto della (33) e del fatto che per un gas monoatomico ¢y = 3R/2. Infine,
applicando il primo principio della termodinamica possiamo ricavare la variazione di energia
interna AU = Qap — Lap = Qap = 1519.9J.

Nella trasformazione isoterma B — C non c’¢ variazione di energia interna (non variando la
temperatura) e quindi AUge = 0. 1l lavoro Lpe € dato da:

Vo Ve qv \% P,
Lpc = / PdV = nRTB/ — —nRTpIln—< = PsValn =2 ~ 1669.7J  (37)
VB VB V VA PA

Dal primo principio della termodinamica ricaviamo Qo = Lgc = 1669.7J.
Infine nella trasformazione isobara C' — A il calore scambiato e il lavoro sono dati da:
Py 5
QCA = nCp<TA — Tc) = ncp 1— P_ TA = E(PA — PB)VA ~ —2533.1J
A
LCA = PC(VA — Vc> = VA(PA — PB) ~ —1013.1J
Per l'intero ciclo AU = 0 e quindi ); = L, ossia il lavoro totale effettuato ¢ pari alla quantita

totale di calore scambiato. Quindi tenendo conto della (37) e della seconda delle (38) si
ottiene facilmente:

P
Qi=Li=Lip+ Lgc+ Lca=Vy |:PA+PB (IDP—B - 1>:| ~ 656.5J (39)
A

Si noti come sommando i calori scambiati nelle varie trasformazioni si arriva alla stessa
espressione:

3 P, 15}
Qi = Qap+ Qpc +Qca = §(PB —PA)VA+PBVA1H—B + §(PA — Pp)Vy =

. & (40)
=V [PA + Py (m—B — 1”
Py



