IL CAMPO ELETTROSTATICO IN PRESENZA DI CONDUTTORI NEL VUOTO

| conduttori sono materiali che presentano una struttura reticolare nella quale, sotto I'azione di
campi elettrici esterni, si muovono un numero elevato di particelle sub-atomiche a carica negativa,
denominate “elettroni”.In altri materiali, denominati dielettrici o isolanti, ogni elettrone risulta
stabilmente vincolato ad un singolo atomo o ad una singola molecola.

Diremo che un conduttore e in equilibrio elettrostatico quando in esso non si riscontra alcun
moto macroscopico di cariche. Perché cido accada occorre che sulle cariche libere presenti nel
corpo non agiscono forze di natura elettrica la cui media spaziale e temporale sia nulla in un
volume e in un intervallo temporale piccoli su scala ingegneristica (ma grandi su scala atomica,
vale a dire se confrontati rispettivamente con le dimensioni atomiche e i periodi delle rivoluzioni
olrbital(ijdegli elettroni) e che, pertanto, il campo elettrico macroscopico sia nullo in tutti i punti interni
al conduttore.

Per illustrare questa affermazione, consideriamo un corpo, inizialmente neutro, che venga immerso
nel campo E. prodotto da un insieme di cariche-sorgente fisse collocate all'esterno del corpo. Si
riscontra nel conduttore una distribuzione di cariche di due segni, le quali danno luogo, a loro volta,
a un campo “di reazione” E,, che si sovrappone a E_, producendo un campo E:

E=E,+E,

La situazione evolve fino a quando il campo E, non riesce a bilanciare I'azione di E_; in tutti i punti
interni al conduttore. In queste condizioni, all'interno del conduttore, risulta:

E=E.tE, =0
e le cariche restano ferme nella configurazione di equilibrio elettrostatico raggiunta.
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Di conseguenza, per il teorema di Gauss, all'interno del conduttore a densita di carica libera si
annulla: p=0. All'interfaccia tra il conduttore e lo spazio circostante le forze di richiamo possono
bilanciare le forze prodotte dal campo elettrico, impedendo alle cariche di abbandonare il corpo.
All'equilibrio, sulla superficie del conduttore viene dunque a distribuirsi una carica tale che il campo
E, allinterno del conduttore, sia ovunque nullo. Se ne conclude che all’esterno del conduttore,
quale che sia la sua forma, la componente normale del campo elettrico & pari a o/g,; si ha cioé:
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dove o(P,) € il valore della carica superficiale o nel generico punto P, del conduttore (vedi fig. 4.1).

Figura 4.1

La componente di E tangente a 2 & nulla in corrispondenza dei punti di 2: infatti le componenti
tangenziali di E non presentano discontinuita in corrispondenza di una distribuzione superficiale di
carica e sono nulle all'interno del conduttore. Nelle regioni di spazio vuoto adiacenti alla superficie
del conduttore il campo elettrico, in condizioni di equilibrio elettrostatico, € puramente normale:
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Il valore totale della carica libera sulla superficie del conduttore, Q, pud essere calcolato come
segue:
Q=|[o-ds=&[E,-ds
) >

e, ciog, valutando il flusso di E attraverso una superficie chiusa 2’ che racchiude interamente il
conduttore.



CALCOLO DEL CAMPO IN PRESENZA DI CONDUTTORI

Si consideri un conduttore sulla cui superficie 2 si distribuisca una carica Q con densita o, variabile
da punto a punto, in modo da produrre campo nullo in tutti i punti interni al conduttore. Indicate con
[ e Q rispettivamente le regioni interne ed esterne al conduttore (fig. 4.3).

Figura 4.3

Si constata che la funzione potenziale V-

1.

e continua in tutti i punti di Q, ivi compresa la frontiera 2 perché il potenziale & continuo anche
in presenza di distribuzioni superficiali;

soddisfa in tutti i punti della regione Q all’equazione di Laplace;
assume valore costante in tutti i punti di I e in particolare sulla superficie 2;
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verifica la condizione:

verifica la condizione:

limV(P)=0

P—c0



CAMPO NEI CONDUTTORI CAVI

Consideriamo un conduttore dotato di una cavita interna (fig. 4.4) e di carica Q. Dimostriamo che la
carica si localizza soltanto su 2 ;.

Fisura 4.4

In tutti i punti interni alla regione Q la funzione potenziale V(P) soddisfa 'equazione di Laplace, per
I'assenza di cariche all'interno della cavita : V& =0

D’altra parte, il potenziale V deve assumere valore costante V,, in tutti i punti del conduttore e quindi
anche sui punti di 2.

Si conclude pertanto che il potenziale V(P) & continuo in QU2 ,, soddisfa I'eq. di Laplace in Q e
assume valore costante sui punti di 2,,.

E questa la forma di un problema di Dirichlet interno corrispondente a un valore costante del
potenziale sulla frontiera della regione Q. Si verifica che la soluzione unica € V(P)=V, e quindi E=0.
In particolare, la componente normale di E in tutti i punti di 2, risulta nulla, cosi come, la densita di
carica superficiale o su 2,, Pertanto, in queste condizioni, tutta la carica si distribuisce sulla
superficie esterna 2 ;. Quanto detto puo essere sintetizzato coll'asserto:

Un conduttore cavo si comporta come uno schermo elettrostatico nei confronti delle cavita.




Si consideri, ora, un corpo C caricato positivamente ed allocato all’'interno della cavita di un
conduttore (fig.4.5) . *

Si pud constatare che nella cavita esiste un campo elettrico le cui linee vettoriali nascono sul
conduttore interno C e terminano sulle pareti interne della cavita (fig. 4.5).

La carica localizzata su 2, deve essere uguale e contraria a quella del corpo C.

Per mostrare cio applichiamo il teorema di Gauss alla superficie 2. |l flusso del campo elettrostatico
attraverso 2 €& nullo perché in ogni punto di 2 il campo €& nullo. Inoltre il conduttore, inizialmente
scarico, deve restare tale anche dopo l'introduzione di C entro la cavita (per la legge della
conservazione della carica). Cid puo verificarsi soltanto se sulla superficie 2, si localizza una
carica uguale e opposta a quella che si localizza su 2.

In altre parole il mondo esterno al conduttore cavo si accorge della presenza di cariche nette al suo
interno.Tuttavia, la distribuzione della carica (e, ovviamente, la carica netta totale) presente sulla
superficie esterna del conduttore non cambia quando si modifica la distribuzione della carica
presente all’interno della cavita (ad esempio spostando il conduttore C.

In conclusione, lo schermo elettrostatico isola le cavita interne da influenze esterne e il mondo
esterno dalle variazioni “locali” (cioé che non coinvolgono l'ambiente esterno) che avvengono
all'interno delle cavita.




IL CAMPO ELETTROSTATICO IN PRESENZA DI DIELETTRICI

Macroscopicamente un dielettrico non polarizzato si presenta come un sistema continuo, con
densita di carica nulla in ogni suo punto. Un modello adeguato a trattare il dielettrico & quello in cui
viene considerato come una sovrapposizione di due distribuzioni continue di carica, una positiva di
densita p, ed una negativa di densita p_.. In assenza di polarizzazione, dato un generico elemento
di volume Ar, le cariche totali di diverso segno sono esattamente uguali e i baricentri delle due
distribuzioni coincidono p, +p=0; -> p, =-p. Come conseguenza, carica globale e momento di
dipolo in assenza di polarizzazione sono entrambi nulli.

Supponiamo ora di polarizzare il materiale: imponiamo, cio€, un piccolo spostamento relativo

—

{ = Zr — _é_ alle distribuzioni di cariche positive e negative. Tale spostamento determinera la

nascita di un momento di dipolo associato all’elemento di volume: Aﬁ = (€+ — 5_),0+AT (1)

Il calcolo del campo elettrico macroscopico si effettua sovrapponendo i contributi del momento di

dipolo di ogni elemento di volume. Allo scopo introduciamo il vettore di polarizzazione P, definito
come momento di dipolo elettrico per unita di volume:

|5> B lim Aﬁ

At —>0 AT
Combinando questa espressione con la (1), si ha: > _ y;
| qu pressi (1), si P=p,/

Il contributo dato dal materiale polarizzato al campo elettrico pud quindi essere calcolato riferendosi
a una distribuzione continua di momento dipolo.In alternativa €& possibile sostituire alla distribuzione
di dipoli una distribuzione equivalente di cariche che produce gli stessi effetti. Queste cariche sono
dette di polarizzazione per distinguerle da quelle libere che abbiamo considerato sinora.




Consideriamo una generica superficie 2 chiusa ed interna al dielettrico. Indichiamo con 7 il volume

[ ¢

in essa contenuto (fig. 5.4).
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Figura 5.4

Sappiamo che quando il dielettrico non & polarizzato la superficie contiene carica globale nulla.

Quando il materiale e polarizzato, si puo avere entro la stessa superficie 2 una carica Q, non nulla.
Definiamo carica di polarizzazione questo aumento di carica globale. Per il principio di
conservazione della carica, tale aumento di carica € dato dalla carica totale che € entrata in 1.

La carica totale entrata nel, volumetto é:_,

o, l. -ndS+ p_¢_-ndS

ma p_z_ -ndS = —pj_ -ndS

da cui la carica totale che entra nel volumetto e pari a
dQ =p, (¢, - ¢ )-AdS = p,_¢-fidS = P-AdS
Qp:—”IS-ﬁ’dS (2)

Possiamo assumere che la carica di polarizzazione sia distribuita nel d 3
volume 1 con densita volumica di carica di polarizzazione, Pp, Per cui, in Qp - jjjpp r (3)
analogia a quanto fatto nel caso della carica libera, risulta: 4



Confrontando la (2) e la (3) e osservando che le due espressioni devono fornire lo stesso valore di

Q,, applicando il teorema della divergenza risulta:

——”P dnds_—mv Pdr

lf-pte - [ .0

pp :—V.F_))

Consideriamo ora la generica frazione, S, della superficie che contorna il volume t. Ricaviamo
come segue |'espressione della carica di polarizzazione nello strato superficiale del dielettrico o :

dQ, = P-ndS
dQ, =o,dS
—P-n=P

n

Tale relazione é generalizzabile al caso in cui vi sia
una superficie di discontinuita S tra due dielettrici
con differenti proprieta materiali (vedifig 5.5) :
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Figura 5.5




La carica di polarizzazione dQp contenuta in un volumetto uguaglia il flusso di P entrante nel
volumetto stesso. La carica di polarizzazione puo essere distribuite con densita o, sulla superficie
di discontinuita S e con densita p,, € p,, nel volume dei due mezzi. Pertanto entro il volumetto si
pud avere una carica superficiale dQps=0pdS, sulla superficie dS, e una carica volumica
dQp=(pp,tpp,)dt nel volumetto dt. Dato che il volumetto dt si ottiene moltiplicando tre distanze
infinitesime e la superficie elementare dS soltanto due, dQp risulta infinitesima di ordine superiore a
dQps e quindi trascurabile. Per lo stesso motivo, é trascurabile il flusso del vettore P attraverso la
superficie laterale del cilindro in figura rispetto al flusso attraverso le basi; quest’'ultimo, indicando
con P, e P, il vettore “polarizzazione” nei due materiali e tenendo conto che n,=n=-n, & dato da:

—P5-n2dS — P1 - mydS = (P1 — P2)-ndS
,dS = (P —P,)-ndS
o, =(Pi—P2)-n=P,—P,

Verifichiamo ora che le due descrizioni del dielettrico

polarizzato sono compatibili. Ogni porzione di dielettrico

possiede cariche di polarizzazione, distribuite sulla  Q, =”an8 +J.”ppdr
superficie con densita o, e nel volume 1 con densita pp; 3 r

pertanto, tenendo conto del teorema della divergenza, la I N = O .
carica globale di polarizzazione del frammento di Qe —LJ.P-ndS—HIV-Pdr—O
dielettrico & sempre nulla : ’

Riassumendo, le densita di carica pp, 0p si formano nel dielettrico a seguito della polarizzazione
dovuta a spostamenti delle cariche microscopiche del materiale dalle rispettive posizioni di
equilibrio. La densita di carica totale p(risp. 0) € somma di una densita di carica libera p;, (risp. 0;,)
e una densita di carica di polarizzazione pp (risp. 0p): P=PipTPp O=0+0;



Il contributo dato al campo elettrico macroscopico da distribuzioni di polarizzazione note si ottiene
come:

H oS HI —

3deT'

Invece il contributo dato al potenziale scalare da distribuzioni di polarizzazione note € dato da:

Vi = drg,y v ” r—r [0S ¥ Argy " ”j r—r Tl




IL TEOREMA DI GAUSS IN PRESENZA DI DIELETTRICI

Riscriviamo il teorema di Gauss nella sua forma piu generale, valida anche in presenza di mezzi
polarizzati. In questo caso, oltre alle cariche libere, sono presenti anche cariche di polarizzazione:

o ; —> -

ij.ﬁdS :gio(Q,ib +Q.) (@) [ E-ndS :g—loQ"b_g_loLjE.ﬁdg

5
Ricordando che Q, = _”E .nds risulta: ‘(go E. |_:5) nds = Qi
5

s
Pertanto il flusso del vettore £,E+P uscente da Z uguaglia la carica libera totale contenuta entro .

Definito il vettore spostamento elettrico come D= 50E+ P (4)

dalle formule precedenti si ricava I'espressione del teorema di Gauss in termini di D:

HB-HdS = Quip (2)

p

Come avveniva in assenza di polarizzazione, anche la (1) e la (2) possono essere espresse in

forma locale nel modo seguente: V- E = —(p“b + pp) = V- B = Liib
E

0

Tuttavia tra E e D vi &€ una fondamentale differenza: il campo elettrico E € sempre irrotazionale,
mentre il vettore spostamento elettrico D generalmente € un campo rotazionale.



CONDIZIONI DI INTERFACCIA SULLE SUPERFICI DI SEPARAZIONE TRA DUE MEZZ|

Si consideri una regione volumica di spessore infinitesimo a forma di moneta, collocata a cavallo di
due regioni materiali 1 e 2 con differenti proprieta dielettriche (vedi la figura sottostante).

Mezzo 2 l / ‘
%H” ” SR i} ik -}I :-“'.T-.'.;L:-'I-_'-'-‘--‘ |

gl
g

o | TR
Mﬂr_m i D,

19)

Immaginiamo che sulla superficie di discontinuita tra i materiali, internamente alla regione volumica,
sia distribuita una carica libera con densita o, e siano presenti delle densita di carica libera
volumica p;,1 © P2 Nei due mezzi. Poiche lo spessore della regione volumica che abbiamo definito
e infinitesimo rispetto alle altre due dimensioni spaziali, la carica legata alla distribuzione volumica &
trascurabile rispetto a quella allocata sulla superficie di discontinuita. Inoltre il flusso di D attraverso
la superficie laterale della regione moneta risulta trascurabile rispetto a quello attraverso le basi. Si
ottiene cosi, dalla (2) :

03, dS =5£'E°d5+@°a°d3 =(E—E)-H~d8

e, dette D, e D, le componenti di D, e D, nella direzione della normale n alla superficie di

separazione:
P D,,— D, =0y



Se sulla superficie di separazione dei due mezzi vi € uno strato di carica libera, la componente
normale di D ha dunque una discontinuita pari alla densita superficiale di carica libera; se invece

0,, =0, risulta ovviamente Dn2 - Dnl

Esaminiamo ora il comportamento del campo elettrico, E. Sulla superficie di separazione dei due
mezzi € presente uno strato di carica di polarizzazione con densita: Op = Fyp — Pnz

e deve dunque esservi una discontinuita di E, tale che &E,—E,)=0,=P,—P,

Per quanto riguarda le componenti del campo

elettrico E tangenti alla superficie di separazione E; biascnts
dei due mezzi, si faccia riferimento alla figura a [“ P - ':;

lato ed in particolare alla curva chiusa ABCD di = = 1 L dl

lunghezza totale infinitesima. Si assuma che i tratti g / 90 Mazzo 1

AD e BC siano infinitesimi di ordine superiore
rispetto agli altri due, AB e CD.

Poiche il campo elettrico € irrotazionale, la circuitazione del campo elettrico lungo la curva ABCD
risulta nullo.

Inoltre, essendo i tratti della curva infinitesimi, & lecito assumere che il campo elettrico si
mantenga costante lungo ciascuno di essi e, ancora, che il contributo alla circuitazione portato
dai termini relativi ai tratti AD e BC, assunti infinitesimi rispetto agli altri, sia trascurabile.

Infine, poicheé dl 4 =dl,z si deduce agevolmente che nel passaggio da un mezzo all'altro
le componenti tangenziali del campo elettrico E,-dl-E,-dls=0—>

devono mantenersi continue E.dl.,=E.dl,; > E,=E,



Dalla (4) si deduce che le componenti tangenziali di D presentano una discontinuita uguale a quella

del vettore P:
th — Dtl — Pt2 - Ptl

Nei materiali lineari, il campo di polarizzazione risulta proporzionale al campo elettrico: 1_5: 50XE
dove la costante di proporzionalita, x, prende il nome di suscettivita elettrica e dipende dal
materiale. Sostituendo nella (4) e introducendo, per caratterizzare il materiale, la costante
dielettrica relativa: ¢, =(1+x) e la costante dielettrica assoluta, ¢ =¢,¢, si ottiene:

D=c,E+P=¢c,E+e,xE =¢,E(1+ x)=c,¢,E =¢E

Nel caso in cui i materiali 1 e 2 siano lineari e non vi sia carica libera sulla superficie di separazione,
si ricava una relazione tra le direzioni dei vettori di campo nei due mezzi. Indicando con 6, e 8, gli
angoli formati con la normale n da E; (fig. 5.12) ed E, rispettivamente, e con €, ed ¢, le costanti
dielettriche dei due mezzi, possiamo scrivere:

E E
l)n2 ) D 1 — 51En1 — €2En2 N 81 nl — 52 n2
Etl EtZ
E E
dove: 196 =—" tgo, ===
Enl En2
Dall ioni precedenti, si i 96 _ & _ fn
alle espressioni precedenti, si ricava: = =
tgl, ¢, &,

Questa relazione esprime la cosiddetta legge di rifrazione delle linee di campo.




IL CONDENSATORE

Con il termine CONDENSATORE intendiamo un sistema fisico costituito da due conduttori
(armature) affacciati reciprocamente e separati da un mezzo isolante, caricati in modo che la carica
totale allocata su uno sia uguale e opposta a quella che si trova sull’altro.

Questo semplice dispositivo consente di creare intensi campi elettrostatici in regioni limitate dello
spazio e di immagazzinare quindi notevoli quantitativi di energia elettrostatica.

Dette A e B le armature del conduttore e +Q e —Q le cariche totali su di esse presenti, per
un'estesa classe di materiali isolanti, la differenza di potenziale tra le armature risulta ()
proporzionale al valore di Q (condensatore lineare)

Q
VA _VB :E

dove la costante C € la capacita del condensatore lineare e si misura in farad.

Si definisce rigidita dielettrica, K, il valore del campo elettrico che provoca la rottura del
materiale dielettrico sottoposto alla sollecitazione. E’ un valore caratteristico legato al materiale.

Si definisce tensione di breakdown (o tensione di rottura), V,,, la massima tensione a cui puo
essere sottoposto un condensatore prima che cominci ad essere attraversato da una forte corrente,
normalmente distruggendosi. Il suo valore dipende dalle caratteristiche geometriche e dal materiale
isolante utilizzato tra le armature.



ENERGIA DI UN SISTEMA ELETTROSTATICO

L'energia elettrostatica U associata a una carica distribuita sulla superficie S di un conduttore é:

U:%ﬁJVdS

S

In un sistema di n conduttori carichi interagenti, denotata con S; la superficie del i-mo conduttore,
I'espressione precedente diviene:

V, & costante sulle superfici di ciascun conduttore e puo essere quindi portato fuori dal segno di
integrale. Inoltre, la carica totale esistente sull’'i-mo conduttore € esprimibile come:

qi:fSifaidS

Risulta percio:

U= EZn:qivi
23

Nel caso particolare di un condensatore (due sole armature con cariche uguali ed opposte),
I'energia elettrostatica risulta:

1 1 1 1 1 Q2
U=>QV,-=QV,==0QAV ==CV°’ ===~
2Q ' 2Q ? 2Q 2 2 C



La conoscenza dell’energia elettrostatica di un sistema di conduttori permette di calcolare le forze
che tra essi si esercitano, utilizzando il principio di conservazione dell’energia.

Consideriamo dapprima il caso in cui il sistema sia isolato (cioé non ci sono scambi energetici col
mondo esterno) e supponiamo che uno dei conduttori sia libero di compiere uno spostamento dr
sotto I'azione delle forze elettriche dovute agli altri conduttori. |l lavoro compiuto dalle forze del
campo €:

dL=F -dr

Poiché il sistema & isolato, questo lavoro € compiuto a spese dell’energia elettrostatica U
posseduta dal sistema:

dL = -dU
F-dr = -dU
ouU
Detta F, la componente di F nella direzione r, risulta: F = E

q
[yl

ove l'indice “q” indica che la derivazione va eseguita mantenendo costanti le cariche (se il sistema
e isolato, le cariche non possono abbandonare i conduttori!).

Si consideri ora il caso di un sistema di conduttori “non isolato” ed assumiamo che il potenziale dei
conduttori presenti nel sistema non vari nel corso degli spostamenti). Il lavoro & compiuto non solo
a spese dell’energia del sistema di conduttori, ma anche a spese delle sorgenti esterne.
L'equazione di conservazione dell’energia assume ora la seguente forma:

dL + dU, = dU

est

dove dU,; indica l'energia fornita dalle sorgenti esterne e dU, la variazione dell’energia
elettrostatica del sistema di conduttori con potenziali mantenuti costanti.



Omettendo le dimostrazioni, risultano valide le seguenti espressioni:

dUest — Z VquK
K=1

1 n
dUV :?E VquK
K=1

du., = 2dU,
dL = dU,
F.dr=du,
- _[ou
ar |,

Si noti che, in questo caso, meta dell'energia fornita dal sistema esterno serve per aumentare

I‘'energia elettrostatica del sistema e l'altra meta e trasformata in lavoro, durante lo spostamento
dei conduttori.

Si noti, inoltre, che le forze agenti su un sistema statico di conduttori dipendono sia dalla loro
configurazione geometrica che dallo stato elettrico (potenziale e/o carica elettrica associata ai
singoli conduttori, eventuali collegamenti con generatori esterni).



CONDENSATORE LINEARE PIANO

Dato un condensatore costituito da due armature piane parallele di area S, separate da un
dielettrico di spessore d e costante dielettrica ¢ . Calcoliamo la capacita.

Se d € molto piccola rispetto alla dimensione delle armature (fig. 4.10) possiamo fare riferimento al
caso di due armature piane indefinite parallele, poste a distanza d I'una dall’altra.

s d . , . .
SLE Indichiamo con x [asse ortogonale ad esse. Il potenziale soddisfa
si]! allequazione di Laplace e, per ragioni di simmetria, dipende solo dalla

coordinata x;:

| dav o
| - VV =—=0=V(x) = Ax+B per x€(0;d)

dx

4t con A e B costanti di integrazione. Si conclude che la componente nella dir.
gt x del campo elettrico E,=-dV/dx=cost per x€(0;d). Ponendo V(x=0)=0 e
5l V(x=d)=AV

Figura 4,10

Applicando il teorema di Gauss alla superficie chiusa 2 Q= _U E-n = —5'”—(13
definita in fig.4.10 risulta:
La derivata di V rispetto alla normale € nulla esternamente alle Q=¢AS
armature e sui piccoli tratti orizzontali di 2. Pertanto, indicando AV = Ad
con AV ¢ la tensione applicata fra le armature:
Q S
X _ .2

AV d




CONDENSATORE CILINDRICO

Consideriamo un condensatore le cui armature siano costituite da due cilindri conduttori coassiali a
sezione circolare, di raggi R,; € R, € il cui dielettrico abbia permittivita pari ad €. Assumiamo che la
lunghezza del cilindro L sia molto maggiore di R, e che tra le armature sia imposta la tensione 4V

La funzione V, in un sistema di coordinate cilindriche,
dipende soltanto da r.

L'equazione di Laplace assume la forma:

dv 1dVv 1d dVv
—+ = =0 > —|r—|=0
dr r dr rdr{ dr
| dv |
Per r#0, siha: r a9 K ed integrando una seconda volta V=kinr+A (@

| valori delle costanti di integrazione k ed A si trovano imponendo nella (1) le condizioni al
contorno V(R,)=4V; V(R,,)=0

0=V(R.)=kInR +A = A=-kInR_

int
- AV
InR,, /R

Inr/R,, CE(r)=- AV 1 ?)
In Rest/Rint In Rest/Rint r

AV =V(R,)=kInR_-kInR =kInR_ /R =

int
int

ed infine: V(r)=AV




Dalla definizione di capacita del condensatore si ha:

_Q
tOAV
dove Q, € la carica presente sulle armature. Si ha d’altra parte:

f;[adS

dove o € la densita superficiale di carica esistente, ad esempio, sull’armatura interna 2,,..

oV _ K
O=—&—| e,ricordandola(l): O =—&—
or |y R

Tenendo conto dell’'uniformita di o su 2,,, si ottiene:

int int

Q= 2eR, L[S =27 k|Le: AV =V ~Vy =kIn Res
int int

Q 27r‘k‘Lg 2rle

1 AV ‘k‘ln est In Rest

int int

int

La tensione di breakdown, V,,, si calcola imponendo che nella (2) per r=R,,;il campo elettrico
risulti pari alla rigidita dielettrica del materiale isolante utilizzato. Nel caso del vetro, K,,=25 V/m.

Se Rj=1mme R,,;=2 mm: Vbd — Kd|e|R In Rest/Rmt _173 [mV]

int™ ext™



CONDENSATORE SFERICO

Consideriamo un condensatore, il cui dielettrico abbia permittivita pari ad € e le cui armature siano
costituite da due sfere conduttrici concentriche, di raggio R, e R,y L'equazione di Laplace in

coordinate sferiche diventa: 1 d L dV
——|r’=—1|=0
r<dr dr
, dV
r-— =Kk con r£0 e k costante
dr
L'integrale generale é:
k
VXA con Acostante (1)
r
dv Kk
OC=—6— =—€&—
dr R Rint

int

‘Q‘ =‘o" ArR? :47zg‘k‘

int

Dalla (1) discende:

_ R RuRe
‘AV‘ 1 1 Rest T I:\)int




CONDENSATORI IN PARALLELO E IN SERIE

Consideriamo piu condensatori connessi in parallelo (cioé le loro armature sono sottoposte alla
stessa differenza di potenziale) (fig 4.12)

R
ol b

Il sistema di condensatori costituisce un unico condensatore di cui vogliamo determinare la
capacita C in funzione della capacita C,, C,, ..., C,. Per definizione

C=Q/N

essendo Q@ la carica totale su un’armatura del condensatore risultante e V la differenza di
potenziale tra le sue armature. 0
Q:ZQK
K=1

Essendo tutti i condensatori sottoposti alla stessa V, possiamo scrivere:
Q=) CV=V>) C,
K=1 K=1

c=Yc,
K=1

Figura 4.12
Condensatori in parallelo

La capacita di un sistema di condensatori collegati in parallelo € la somma delle capacita dei singoli
condensatori.




Consideriamo piu condensatori, connessi in serie (vedi fig.4.13): l'insieme dei condensatori
costituisce un unico condensatore, le cui armature sono quelle estreme della catena di
condensatori. In questo caso, & la carica a essere uguale per tutte le C,.

Figura 4,13

K=1

n n 1
V = QZQZ_

K:1CK K= CK
C= 1

v 1

<1 Ck

Dunque: il _reciproco della capacita di un sistema di piu condensatori in serie € la somma_dei
reciproci delle capacita dei singoli condensatori.




CONDENSATORE A DOPPIO DIELETTRICO

Si vuole calcolare la capacita del condensatore piano a due dielettrici (g4¢,)
riprodotto nella figura a lato. Si supponga che le armature giacciano nel
piano zy e che le loro dimensioni lineari siano molto maggiori rispetto agli
spessori d, e d, delle due regioni di dielettrico, Q, ed Q,. Sotto queste
assunzioni e possibile trascurare gli effetti di bordo e assumere che le
grandezze elettromagnetiche (potenziale elettrico, V, campo elettrico, E, e
campo spostamento elettrico, D) dipendano solo dalla coordinata x.

A causa delle brusche variazioni delle proprieta costitutive dei dielettrici la componente del campo
elettrico normale alle armature E,=-dV(x)/dx (che, per le proprieta di simmetria, coincide con
I'intero campo) avra una discontinuita in corrispondenza della superficie di interfaccia. Siccome il
campo elettrico ha un salto, il potenziale elettrico V non & derivabile in corrispondenza della
superficie di interfaccia. Pertanto per poter risolvere il sistema, occorre introdurre nei due domini
(risp. 1 e 2), due diverse funzioni potenziale (risp. V,(x) e V,(x))

VA, (x) =0; 0<x<d,; dzvlgx):O 0<x<d,
VAV,(X)=0; d, <x<d, +d,; =

V,(0) =V,; m=0 d <x<d +d
con le cond. al cont.  * ’ dx’ 1 =A=0 T

V,(d,+d,)=0;
V1 (dl) — V2 (dl)

ed accoppiarle imponendo le condizioni di
interfaccia sulla superfice di separazione e dVl(X) =—g, dVZ (X)
X=0d, dX

Y odx

X:dl



Integrando le equazioni differenziali nei due domini ed imponendo le condizioni al contorno:
V,(X) = AX+B; V, =V,(0) =B; B=V,;
V,(x)=Cx+D; 0=V,(d,+d,)=C(d,+d,)+D; D=-C(d,+4d,);

Vl(dl) = Adl "'Vo =—C dz :Vz (dl);

e le condizioni di interfaccia:
V. V
—gld () =—gA=—¢C=-¢, av; (x)
dx X=0; dx X=0;
V V
Ad,+V, =-Ad, 2> A=-—0—; C=AZL=—— 0
&2 d, L +d, 2 d,+d, 22
&y &
E,X V.&

- V,(x)=V,|1- 2 : E (X)=- 02 0<x<d
Ed infine: (%) 0( d251+d152) (%) d,g +4d,s, '
V.& V.e
V,(X) = 01 d+d,)-x); E (X)=- 01 d <x<d, +d
)= g (G+d) =X B0 =g dsx<d v,

La densita di carica,o, e la carica, Q, su ciascuna armatura, di area S
dV, (x) V,
dx

valgono rispettivamente:

V.S

; Q — GSarm — 0~ arm

d, , d, d, , d
& & & &

arm?

O =—¢& =—gA=

x=0




QA Sum
VO dz_|_d1
& &

Pertanto la capacita del condensatore piano a due dielettrici risulta pari a C=

Si noti che si sarebbe potuti arrivare molto piu facilmente alla stessa espressione notando che per
simmetria la superficie x=d, & una superficie equipotenziale e quindi pud essere sostituita con una
lastra di conduttore elettrico (principio di metallizzazione).
Cosi facendo il condensatore piano a due dielettrici risulta equivalente alla serie di due
condensatori piani ad un solo dielettrico di area S, di spessore pari risp. a d,e d, , e costante
dielettrica pari risp. a ¢, e ¢,.
Le loro capacita valgono singolarmente C,=¢, S_,./d, e C,=¢, S, /d, , mentre la serie dei due
condensatori ha capacita che coincide con quella calcolata precedentemente:

1 S

Cserie = = =
1,1 d, d

+
C C ¢ ¢

|dentificando rispettivamente con K, € K2 1a rigidita dielettrica dei due dielettrici, la tensione di
breakdown, V,4 €& pari alla minore (in termini assoluti) delle due tensioni V,,, e V,4, calcolate a
partire dalle espressioni del campo elettrico:

K = |~ Va1 ‘Vbdl‘ _ K et (d2‘91 + dng)
d,& +d,.&, g, _
= — ‘Vbd ‘ = mm(‘vbdl ) Vbdz‘)'
V281 . K diet2 (dzgl + dng)
Kaierz =1~ ‘Vbdz‘ =
d,& +d,&, &




PROBLEMA DI ELETTROSTATICA: IL METODO DI SEPARAZIONE DELLE VARIABILI

In fig.(a) € rappresentato un sistema elettromagnetico costituito da una lunghissima “canaletta”
conduttrice S; e da un “coperchio” anch’esso conduttore, S,, isolati elettricamente tra loro.
Calcolare la distribuzione del potenziale nella regione Q delimitata da S, e S, , quando S, sia

tenuto a potenziale nullo e S, a potenziale V.

e ki, o '

(a)

Soluzione
La funzione potenziale V(x,y,z) deve essere indipendente dalla coordinata z (fig.(b)):

V(x,y,z) = V(X,y)

L'equazione di Laplace assume pertanto la forma:

oA oW —a<Xx<a k | ‘
~+—=0 per Q) | | =
ox> oy O<y<b ‘ .

Per l'unicita della soluzione occorrera, inoltre, assegnare le condizioni al contorno per cui la
funzione potenziale incognita dovra assumere nei punti di S; e S, valore rispettivamente pari a

zero e V,,.



Cerchiamo una soluzione che sia del tipo “a variabili separate”: V(x,y)=X(x)Y(y) (2).

Consideriamo i valori che la V(x,y) assume in corrispondenza di due ordinate y, e y, distinte, si ha:
\% (X, yl) =X (X)Y (yl)
V (X, Y2) = X(X)Y (Y2)

dividendo membro a membro:

V(X y,) = ((yl))\,(x Y,)

Cio significa che I'andamento in funzione di x del potenziale all’'ordinata y, coincide, a meno del
fattore costante Y(y,)/Y(y,), con quello che si riscontra in corrispondenza dell’'ordinata y, #y, .

Sostituendo la (2) nella (1):

Y()d X(x)

2
+ X (X) \;(y) 0 per —a<x<a, O<y<b

e dividendo per V(x,y): 1 d’X _ 1 d 2y i
Dove l'ultima eguaglianza & giustificata dal fatto che il X(X) dx* Y(y) dy

primo membro e funzione della sola variabilex e il secondo [ 1 g2x |
della sola variabile y: Iguaglianza e possibile solo se ogni |~ X (x) dx? -
membro € pari alla costante da determinare, k2. 1 d?y con k°costante
- = k2
L Y(y) dy’

Denotate con A,B,C e D le costanti di integrazione i cui

{X (x) = Asen(kx) + B cos(kx)
valori dipendono dalle condizioni al contorno:

Y(y)=Ce¥ + De ™™



V,(x, y) = [Asen(kx) + Bcos(kx)[Ce" + De ™) (3)

Si tratta ora di vedere se le costanti A,B,C,D possono essere scelte in modo che la Vy(x,y) soddisfi
a tutte le condizioni al contorno del problema.

V,(X,y) deve risultare una funzione “pari” di x, cioe: V(-x,y) = V(X,y)
Da questa condizione comporta che nei punti dell’'asse y debba risultare:

oV

T =0

OX |,

Il dominio di integrazione dell’equazione di Laplace pud ridursi a quello disegnato in fig.(c), con le
seguente condizioni al contorno:

(V(x,00=0 perO<x<a |
N =0 perO<y<b ¥
8X x=0

V(a,y) perO<y<b | ‘
| V(x,b) perO<x<a B I

.

Cominciamo a imporre tali condizione nella (3) .

La prima condizione comporta che

0=V, (x,0) = [Asen(kx) + Bcos(kx)[C+D) perO0<x<a

Questa condizione é verificata se: C+D=0 D=-C



La seconda condizione implica che:
% = [kAcos(kx) - kBsen(kx)](Ce"y - Ce‘ky)
X

M| _kAC(EY —e™)=0 perO<y<b
OX x=0

e puo essere soddisfatta assumendo A=0.

La terza condizione:

0=V(a,y)=BCcos(ka)(e” -e™) perO<y<b
puo essere verificata imponendo

cos(ka) =0

ka = (2n—1)% n=12.3,..

_2n—1£
2 a

dove k prende il nome di “autovalore del problema”.

k

Le funzioni Vy(x,y) che soddisfano le prime tre condizioni al contorno sono del tipo:
Vo (%, ¥) =V, (x,y) = A cos(k,x)senh(k,y)  (4)

kny _ e_kny

conA =2BC e senh(k y)=

Le funzioni V(x,y) cosi ottenute prendono il nome di “autofunzioni del problema”.



Resta da imporre I'ultima condizione: ~ V(X,b)=V, perO0<x<a
Sostituendo nella (4), si ha:

V, = A cos(k x)senh(k_b)

e si conclude che questa relazione non pud essere verificata, quali che siano i valori di A e k...

Consideriamo una funzione che sia somma di due autofunzioni V, (x,y) e V (x,y) corrispondenti a
due autovalori distinti k, e kq :

V(% y) =V, (x,y)+V,(x,y) = A cos(k x)senh(k y) + A cos(k.x)senh(k.y)
questa verifica 'equazione di Laplace:
VAV =V, + VA,
V&V =0, V¥V, =0
V’(x,y) verifica le prime tre condizioni al contorno, infatti:
V7(x,0) =V, (x,0)+V,(x,00=0+0=0
GL* _ oV, N oV,
OX | o OXl|y OX

Vi(a,y)=V.(a,y)+V.(a,y)=0+0=0

=0+0=0

x=0

Ci si chiede se un’opportuna serie di autofunzioni
> A, cos(k,x)senh(k,y)
n=1

possa soddisfare anche la quarta condizione al contorno.



Affinché tale condizione sia rispettata, deve essere:
> A cos(k,x)senh(k,p) =V,  per0<x<a
n=1

e quindi:

Y C,cos(k,x)=V, (5) L0
n=1 '

avendo posto: C_ = A senh(k_b).

Consideriamo la funzione periodica F(x) di periodo — -

4a, rappresentata in fig.(d). F(x) pud essere — v
sviluppata in una serie di Fourier di soli coseni
(poiché é funzione “pari” di x), ottenendo: (@
4 4 X 1 2T T
F(x) = ;VO [cos(ﬂx) + %COS(BQX) + % cos(502x) + ] — ;V(); - _1005[(2n ~1)Qx] con Q= o 7a

Ricordando k_ = an-lz_ (2z-1)Q, la (5) diventa:
a
i C. cos|(2n -1)Qx]= ivoi L cos|(2n -1)Qx]
n=1 T 4 2n-1
Uguagliando le due serie, risulta: 4V
C =——0 conn=123,...
T 2n-1
« C o
An n

~senh(k b) senh[(2nn—1)Qb]

Da quanto detto, la soluzione completa & V(x,y) = A cos|(2n-1)x]senh[(2n -1)Qy]
n=1




