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I - Richiami sull’insieme dei numeri reali

In questo capitolo si introducono i concetti di minimo, di massimo, di estremo inferiore e supe-
riore di un sottoinsieme dei numeri reali R. Si richiama brevemente la topologia euclidea di R e
si espongono alcuni risultati per lo piu elementari utili per gli argomenti dei Capitoli successivi.

1. ESTREMI DI UN INSIEME
Sia A un sottoinsieme di R non vuoto.

Definizione 1.1. Un elemento mg € A si dice minimo di A se per ogni a € A e mg < a;
analogamente, un elemento My € A si dice massimo di A se per ogni a € A ¢ a < M,.

Indicheremo con min A e max A rispettivamente il minimo e il massimo di un sottoinsieme
A CR. Sidimostra (vedi Appendice) che il minimo ed il massimo di A sono nozioni ben
definite, i.e. se A ammette un minimo (un massimo) allora esso & unico.

Dalla definizione segue che R non ha né minimo né massimo.

Osservazione 1.1. Non e detto che un sottoinsieme proprio di R abbia il minimo e il
massimo.

Ad esempio se si fissano a,b € R, a < b, e si considera U'intervallo A = (a, b), esso non
ha né minimo né massimo, sebbene sia vero che a < x e x < b per ogni elemento = di A.
Infatti a e b non appartengono ad A, dunque non possono essere il minimo e il massimo

di A.

Definizione 1.2. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Un elemento m € R si dice un
minorante di A se per ogni a € A ¢ m < a; in modo analogo, un elemento M € R si dice
un maggiorante di A se per ognia € Aea < M.

E ovvio che R non ha né minoranti né maggioranti; invece per A = (a, b), a e b sono
rispettivamente un minorante e un maggiorante di A. Si noti che in questo esempio ogni
elemento z € R con z < a € un minorante di A, cosi come ogni elemento x € R con z > b
¢ un maggiorante di A.

Definizione 1.3. Un sottoinsieme non vuoto A C R si dice limitato inferiormente se esso
ammette almeno un minorante; A si dice limitato superiormente se esso ammette almeno
un maggiorante.

Definizione 1.4. Un sottoinsieme non vuoto A C R limitato inferiormente e superior-
mente si dice limitato.
Un sottoinsieme A C R privo o di minoranti o di maggioranti si dice #llimitato.

Dalla definizione R ¢ illimitato.

Se a,b € R, a < b, allora gli intervalli (a,b), (a,b], [a,b) e [a,b] sono sottoinsiemi limitati.
Per ogni a € R, gli intervalli A; = (a,+00) e Ay = [a,+00) sono sottoinsiemi limitati
inferiormente ma non superiormente: notare che I'insieme dei minoranti sia di A; che di
Ay e M,, ={z € R: 2z <a} = (—o0,al; A; non ha minimo mentre Ay ha minimo (che
¢ a). In ogni caso A; e Ay sono insiemi illimitati. Analogamente, per ogni a € R, gli
insiemi B; = (—00,a) e By = (—00, a] sono limitati superiormente ma non inferiormente:
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l'insieme dei loro maggioranti ¢ M, = {z € R: z > a} = [a,+00); By non ha massimo,
mentre By ha massimo (che € a). Anche in questo caso By e By sono insiemi #llimitati.

Proposizione 1.1. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Se A ¢é limitato inferiormente
allora l'insieme dei minoranti di A ha massimo.
Se A ¢ limitato superiormente allora ’insieme dei maggioranti di A ha minimo.

Dimostrazione. Poiché A e limitato inferiormente, 'insieme M,, dei minoranti di A &
non vuoto; indichiamo con MTCL il suo complementare. E chiaro che M, U /\/lg =Re
M, N MY = 0. Siano m € M,, e m € M, allora m non & un minorante di A, dunque
esiste un elemento @ € A tale che a < m; inoltre essendo m un minorante di A ¢ anche
m < @ e percid m < m. Poiché questo vale per ogni m € M, e ogni m € MY, ne
segue che (M,,, M%) & una sezione' di R di cui ne indichiamo con ¢ I’elemento separatore.
Proviamo che ¢ appartiene a M,. Infatti se per assurdo ¢ ¢ M, ¢ non sarebbe un

minorante di A. Dunque esisterebbe a, € A tale che a; < ¢ e si avrebbe
a l (+ 7
¢+ Qg < + ay < + _
2 2 2

0.

ay =

Qy

Questo implica che non & un minorante di A e quindi ¢ un elemento di M¢.

Tuttavia ogni elemento di M & maggiore o uguale a ¢ mentre questo non accadrebbe
Qy

per 'elemento . Avendo dunque un assurdo, e £ € M,,. Siccome poi per ogni

m e M, em </, {¢il massimo di M,,.
In modo analogo si dimostra che 'insieme dei maggioranti di un sottoinsieme limitato
superiormente ha minimo. Il

In virtu della proposizione precedente si da allora la seguente

Definizione 1.5. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Se A ¢ limitato inferiormente
si chiama estremo inferiore di A il massimo dei minoranti di A e si indica con inf A.

Se A ¢ limitato superiormente si chiama estremo superiore di A il minimo dei maggioranti
di A e si indica con sup A.

Proposizione 1.2. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Se A ¢é limitato inferiormente
allora ’estremo inferiore gode delle sequenti proprieta:
(i) per ognia € A éinf A <,
(ii) per ogni x € R con inf A < x esiste a, € A tale che
infA<a,<ux.

In modo analogo, se A ¢é limitato superiormente allora l’estremo superiore gode delle
sequenti proprieta:

(i) per ognia € A é a <supA,

(ii") per ogni x € R con x < sup A esiste a, € A tale che

r<a, <supA.

1Si chiama sezione di R una coppia (X,Y) di sottoinsiemi non vuoti X, Y C R tali che 1) X UY = R,
2) XNY =, 3) per ogni x € X e per ogni y € Y & z < y. Si dimostra che esiste unico un elemento
{ € R tale che z < ¢ < y per ogni x € X e per ogni y € Y. L’elemento ¢ & detto elemento separatore
della sezione (X,Y). E ovvio che ¢ 0 £ € X 0 £ € Y (di cui ne vale una sola).
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Dimostrazione. La (i) e la (i) rispettivamente equivalgono a dire che inf A & un mi-
norante di A e sup A & un maggiorante di A. La (ii) e la (ii’) affermano rispettivamente
che nessun numero reale maggiore dell’estremo inferiore puo essere un minorante di A e
nessun numero reale minore dell’estremo superiore puo essere un maggiorante di A. [J

Un modo equivalente di enunciare le (ii) e (ii’) della Proposizione 1.2 ¢ il seguente:

(ii;) per ogni € € R, € > 0, esiste a. € A tale che
infA<a.<infA+¢.

(ii}) per ogni € € R, € > 0, esiste a. € A tale che
supA —e<a. <supA.

Se A non e limitato inferiormente, si pone
inf A:=—o00
mentre se A non e limitato superiormente si pone
sup A ;= +o00 .
E ovvio allora che infR = —o00 e supR = +o00. Per convenzione si pone inf ) = +o0o e
sup ) = —oo.
2. LO SPAZIO TOPOLOGICO R
Definizione 2.1. In R si chiama distanza euclidea la funzione d : R x R — R definita da
d(z,y) =|r—y| , V(r,y) eRxR.

Dalle proprieta del valore assoluto segue che

(1) Per ogni z,y € R, d(z,y) > 0 e d(x,y) =0 se e solo se x =y,

(2) per ogni x,y € R, d(z,y) = d(y, z),

(3) per ogni z,y,z € R, d(z,y) < d(x,z) + d(z,y).
L’ultima disuguaglianza si chiama disuguaglianza triangolare.
Definizione 2.2. Sia xg € R. Si chiama intorno (sferico) di centro xq e raggio r I'insieme

I(zg,7) ={z € R:d(z,20) <1}
ovvero l'insieme
I(zg,r)={zeR: |z —x <r}.

Se A C R e un sottoinsieme non vuoto,
Definizione 2.3. Un punto zq € A si dice un punto interno di A se esiste un intorno

I(xg,7) per cui sia I(xg,r) C A.

[e]
L’insieme dei punti interni di un sottoinsieme A si chiama interno di A e si indica con A.
o
Dalla definizione ¢ chiaro che AC A.

Definizione 2.4. Un sottoinsieme A C R si dice aperto se A = () oppure se A # () e ogni
punto zyo € A € un punto interno di A.
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E ovvio quindi che un sottoinsieme A # () & aperto se e solo se per ogni zy € A esiste un
intorno I(xo,r) per cui sia I(zg,7) C A e dunque se e solo se A= A.

Proposizione 2.1. Valgono i sequenti fatti:
(a) L’insieme vuoto e R sono aperti.
(b) L’unione di sottoinsiemi aperti é un sottoinsieme aperto.
(¢) L’intersezione di un numero finito di sottoinsiemi aperti ¢ un sottoinsieme aperto.
Dimostrazione. La (a) segue immediatamente dalla definizione e dal fatto che, per ogni
zo € R, ¢ I(xg,r) CR.
Per la (b) sia {A;}ie; una famiglia di sottoinsiemi aperti. Se zy € UA" allora esiste
1o € I tale che zp € A;,. Poiché A;, e aperto, esiste un intorno ZIG(IxO,riO) tale che
I(xg,r;y) C Ajy. Allora & anche I(xg, 1) C UA“ da cui segue l'asserto.

iel
m

Per la (c) siano Ay, -+, A, un numero finito m di aperti e sia zy € ﬂAi. Allora
i=1

xg € A; per ognii =1,--- m e poiche questi sono aperti si ha che per ognii=1,--- ,m

esiste un intorno I(xg, r;) tale che I(zg,r;) C A;. Sipongarqg = min{ry,--- ,r,}. E allora

chiaro che I(x,r9) C I(xg,r;) C A;, per ogni i = 1,--- ,m, e pertanto I(xg,7) C ﬂAi.
i=1

O
Osservazione 2.1. La (c) della proposizione precedente & falsa se si considera l'inter-

1
sezione di infiniti sottoinsiemi aperti. Infatti se ad esempio 4, = (—— ,1), per n € N,
n
n > 1, allora ﬂ A, =1[0,1) che non & aperto: infatti 0 non & un punto interno a [0, 1).
n>1
La famiglia di sottoinsiemi aperti di R cosi definiti determina una topologia di R detta la

topologia euclidea di R.

Definizione 2.5. Sia A C R; un ricoprimento aperto di A ¢ una famiglia {A;};c; di
sottoinsiemi aperti di R tale che
AclJar

iel
Definizione 2.6. Un sottoinsieme A C R si dice chiuso se il suo complementare e aperto.
Proposizione 2.2. Valgono i sequenti fatti:
(a) L’insieme vuoto e R sono chiusi.
(b) L’intersezione di sottoinsiemi chiusi é un sottoinsieme chiuso.
(¢) L’unione di un numero finito di sottoinsiemi chiusi é un sottoinsieme chiuso.
Dimostrazione. Poiché ) = R, R = (), la (a) & ovvia dalla proprieta degli aperti.
Per la (b) se {4, }icr ¢ una famiglia di sottoinsiemi chiusi allora (ﬂ A)C = U A% dove
A¢ & un sottoinsieme aperto (perché A; & un sottoinsieme chiuso)ill’assertoleségue dalla
(b) della Proposizione 2.1.
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Per la (c) se Ay, -, A, sono sottoinsiemi chiusi allora (U A)° = ﬂAZC, dove A ¢
i=1 i=1
un insieme aperto e dunque dalla (c) della Proposizione 2.1 segue 'asserto. Il

Osservazione 2.2. La (c) della proposizione precedente ¢ falsa se si considera I'unione di

1
infiniti sottoinsiemi chiusi. Infatti se A,, = [— ,1], per n € N, n > 1, allora U A, = (0,1]
n
n>1
che non ¢ chiuso (il suo complementare (—oo, 0] U (1, +00) non ¢ aperto).

Definizione 2.7. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Un punto xq € A si dice isolato
se esiste un intorno I(zo,7) per cui sia I(zg,7) N A = {z0}.

Ad esempio N e Z sono costituiti solo da punti isolati.

Definizione 2.8. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Un punto zy € R si dice un
punto di accumulazione per A se per ogni intorno I(xg,r) si ha (I(xg,r) N A)\ {ze} # 0.

Osservazione 2.3. Se ro € R ¢ un punto di accumulazione per A allora ogni intorno di
To contiene infiniti punti di A distinti da .

Infatti se per assurdo si assume che esista un intorno I(xg,r) per cui (I(zg,r) N A)\ {zo}
contenga solo un numero finito {as,- -+, a,} di punti di A allora, posto ry = min {|a; —
xol, -+, |am — wo|}, si ha che I(xg,79) N A = {x0} se zg € A, mentre I(xg,79) VA =10
se g ¢ A. In ogni caso (I(xg,79) N A)\ {z0} = 0 che contraddice il fatto che zq sia un
punto di accumulazione per A.

L’insieme dei punti di accumulazione di A si chiama il derivato di A e si indica con A’.
Proposizione 2.3. Un insieme A C R ¢ chiuso se e solo se A" C A.

Dimostrazione. Sia A chiuso e sia xy € A’. Si supponga per assurdo che zq ¢ A, allora
& z9 € AY che & aperto, dunque esiste un intorno I(xg,r) tale che I(xg,7) C A®. Allora
I(zg,7) N A = e quindi a maggior ragione (I(xg,7) N A) \ {zo} = 0. Questo & assurdo
perché xy € un punto di accumulazione.
Viceversa sia A’ C A e sia 2y € A®. Allora 2o € A e dunque & anche o € A’. Pertanto
esiste un intorno I (g, ) per cui (I(xg,r)NA)\{zo} = 0; siccome zg & A, & I(zg,7)NA =
(I(zo,m)NA)\{zo} = 0. Da questo segue che I(xq,7) C A°. Dall’arbitrarieta della scelta
di 2y € A% si ha che A® ¢ aperto, ovvero che A ¢ chiuso. O

Definizione 2.9. Sia A C R. Si_chiama chiusura di A I'intersezione di tutti i chiusi di R
contenenti A; essa si indica con A.

Quindi

A= () ¢
C' chiuso
CDA

Dalle proprieta dei chiusi segue che A ¢ un insieme chiuso ed & quindi il pit1 piccolo insieme
chiuso contenente A. E facile inoltre verificare che A € chiuso se e solo se A = A.
Proposizione 2.4. A= AU A'.

Dimostrazione. Proviamo dapprima che A C AU A’. Poiché A € AU A, basta
dimostrare che AUA’ & chiuso ovvero che (AUA')Y = ACNA’C ¢ aperto. Siazy € A°NAC,
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allora zp € A e zy € A'°. Dunque zg ¢ A e zg ¢ A’. Questo implica che esiste un
intorno (o, ro) tale che (I(zo,79)NA)\{zo} = 0 ed essendo zo ¢ A, & I(zg,r9) NA = 0.
Allora I(xg,m9) C AC. Dimostriamo che tale intorno & contenuto anche in A’“. Per
assurdo supponiamo che ¢id non sia vero e sia yo € I(xg,79) con yo ¢ A’ “. Allora yo € A'.
Prendiamo d = ro — |yo — zo|: deve essere (I(yo,d)NA)\{yo} # 0. Tuttavia se z € I(yo, d)
si ha

|z — 20| < |2 —yo| + |yo — x| = d + |yo — zo| =70 — |yo — 20| + |yo — 20| = 70

ie. & € I(wm,ro). Percio I(yo,d) C I(zo,70) da cui (I(yo,d) N A) \ {yo} C (I(zo,70) N
A)\ {yo} C I(mg,r0) N A = 0. Assurdo. Dunque I(zg,ro) C A’ In conclusione
I(z9,7m9) C AN A “e questo prova che tale intersezione ¢ un insieme aperto.

Proviamo adesso che AU A" C E Infatti se g € AU A’ allora o g € A o 29 € A’;
nel primo caso ¢ ovvio che xy € A, nel secondo caso se xy € A’, allora per ogni intorno
I(zo,7) & (I(zo,m)NA)\ {20} # 0. Quindi se C' & un chiuso contenente A, allora per ogni
intorno I(zo,r) & 0 # (I(zo,r) NA) \ {zo} C (I(zo,7) NC) \ {z0}, ciot zo € C". Essendo
C chiuso, C" C C'. Ne segue che zy € C per ogni chiuso C' contenente A ovvero xy € A.
In ogni caso abbiamo provato che se g € AU A’ allora zy € A. O

Definizione 2.10. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Si dice che zy € R ¢ un punto
frontiera di A (o punto di bordo di A) se per ogni intorno I(zg,r) & I(zg,7) N A # (),
I(xg, ) N AY £ ().

L’insieme dei punti frontiera di A si chiama frontiera o bordo di A e si indica con 0A.
Dalla definizione segue che

DA =ANAC .
Ad esempio per gli intervalli [a, ], [a,b), (a,b], (a,b) i punti a, b sono punti frontiera. Per

1
A= {E :n € N\ {0}} i punti frontiera sono 0 e tutti i punti di A.

Definizione 2.11. Un sottoinsieme non vuoto A C R si dice infinito se contiene infiniti
punti.

Si ha il seguente:

Teorema 2.1 (di Bolzano-Weierstrass). Ogni insieme limitato e infinito ha almeno
un punto di accumulazione.

Definizione 2.12. Un sottoinsieme non vuoto A C R si dice compatto se da ogni rico-
primento aperto di A si puo estrarre un sottoricoprimento finito.

Cioe se per ogni famiglia di aperti {A;}ier per cui A C UAi esiste un numero finito
el
Ay, -, A, scelti tra gli A; tali che A C U Ap.
k=1
Esempio 2.1. Per ogni a, b € R, l'intervallo (a,b) non ¢ compatto.
Infatti la famiglia di aperti

1,1
An=(a+=,b—=) , neN\{0},
(a+—b=—) , neN\{0}
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costituisce un ricoprimento aperto di (a,b). Tuttavia nessuna scelta di un numero finito
di essi basta a ricoprire (a, b).

Questo non accade per il chiuso [a, b] perché la famiglia {A,},cn 0} sopra descritta non
¢ un ricoprimento di [a, b].

Vale il seguente

Teorema 2.2 (di Heine-Borel). [ sottoinsiemi compatti di R sono tutti e soli i sottoin-
siemi limitati e chiust.

Sia A C R. Un sottoinsieme B C A si dice aperto relativamente ad A se esiste un aperto
B di R tale che B=BnN A.

e Un sottoinsieme A C R si dice connesso se ¢ vuoto oppure, se A # (), non esistono due
sottoinsiemi B e C non vuoti, aperti relativamente ad A tali che A= BUC e BNC = (.
e Un sottoinsieme che sia connesso ed aperto si chiama regione o dominio (di R).

Si dimostra che

Teorema 2.3. [ sottoinsiemi non vuoti di R connessi sono tutti e soli gli intervalli.

Osservazione 2.4. Se un sottoinsieme non vuoto A C R ¢ connesso allora l'intervallo
(inf A, sup A) e contenuto in A.
Infatti se inf A = a > —o00 e supA = b < +oo, dalle proprieta degli estremi di un

insieme, per ogni x € (a,b) esistono a,,a’ € A tali che a < a/, < x < a < b, cioe

x € (a,,al) C la,,all]. Poiché A ¢ connesso (i.e. A & un intervallo), e [al,a’] C A e
dunque x € A. Se invece inf A = —oo e sup A = b < 400, allora per ogni x € (—o0,b)
esistono a,a’ € A tali che a/, < x ez < a? <b. Ancora e z € [a},a]] C A. In modo

analogo si procede se inf A > —oo e sup A = +00, oppure se inf A = —oco e sup A = 4o0.
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IT - Successioni e serie di numeri reali

Il concetto di successione ¢ tra i piu importanti nell’analisi matematica. Esso aiuta ad introdurre
e meglio capire il concetto di limite di una funzione (del quale tratteremo piu avanti). Qui si
studiano soltanto le successioni di numeri reali e si espongono i risultati piu elementari. Inoltre
si accenna brevemente alle serie numeriche reali (ovvero particolari successioni di numeri reali i
cui termini sono somme finite di numeri reali) e se ne danno i criteri di convergenza pit semplici
ed usati.

3. SUCCESSIONI CONVERGENTI

Sia A C R un sottoinsieme non vuoto.
e Si chiama successione a valori in A, o piu semplicemente successione di A, una funzione
a: N — A dove si indica a,, := a(n) € A.

Brevemente una successione si indica elencando le sue immagini cioe con
{ag,ar, - ,ap, }

oppure piu semplicemente con {a, },en

Esempio 3.1. Sono successioni quelle definite ad esempio da

n2

TLQ—H, nEN,

ap =1 , an:<_1)n y Ap =

1
— , a,=logn , neN\{0}.

ay =
Definizione 3.1. Sia {a, },eny una successione a valori in A. Si dice che il limite della
successione {ay, nen, per n tendente all’infinito, ¢ £ € R e si scrive

lim a, = ¢

n—oo
se per ogni intorno (¢, ¢) esiste n. € N tale che per n € N, n > n., sia a,, € I({,¢).
Questo equivale ad avere che:

Ve>03n. €N tale che Vn € N, n > n., = |a, — (| <e.

La definizione ci dice anche che per ogni € > 0 solo un numero finito di a,, non appartiene
al(le).

Esempio 3.2. Ad esempio per le successioni

o+ 51
nJ ey - WP+ 1) ey

nQ

si ha che

lim — =0, lm ——=
n—o00 M, n—>+oon2—|—1
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Infatti per la prima successione, per ogni € > 0 si ha

1
—|l=—<e sen>-—;
nl n £
X 1 - : : 2
bastera allora prendere n. = [—=] 4+ 1, dove [] indica la parte intera di un numero reale”.

Analogamente per la seconda successione si ha

n -1 ‘_ 1

1

2
_ 1> =
n?+1 n?+1 n2—i—1<8 se >€’

: ‘

1 1 1
cioe per n?> > — — 1. Se e > 1 allora — — 1 < 0 e dunque n? + 1 > — ¢ soddisfatta
€ € €

1 1
per ogni n € N\{0}; se ¢ < 1 allora — — 1 > 0 e bastera prendere n. = [- — 1] + 1.
£ £

Osservazione 3.1. Ci sono successioni che non hanno limite. Ad esempio la successione

{(=1)" }nen
non ha limite in R.
Infatti se n e pari, a, (che vale 1) appartiene banalmente ad un qualsiasi intorno di 1,

mentre se n ¢ dispari, a,, (che vale —1) appartiene banalmente ad un qualsiasi intorno di
—1.

Proposizione 3.1 (dell’unicita del limite). Se il limite di una successione esiste allora
es50 € unico.

Dimostrazione. Si supponga per assurdo che esistano due limiti distinti ¢; e £5: in un
qualsiasi intorno di ciascuno di essi ci sono infiniti a,,.

b6 =7
Si prenda ¢ = % > 0. Allora I(¢1,e) N I(fs,e) = 0 e quindi I(ly, ) C I({1,€)C.
In I({1,¢)% c’¢ soltanto un numero finito di a,,, quindi in I(fs, €) ci sarebbe solo un numero
finito di a,: questo contraddirebbe quanto detto all’inizio della dimostrazione. Il
Proposizione 3.2. Se lim a, = ¢ allora lim |a,| = |{|.
n—oo n—oo

Dimostrazione. Dalla definizione di lim,,_,., a,, = ¢ segue che per ogni € > 0 esiste
n. € N tale che Vn € N, n > n. si abbia |a, — | < e. L’asserto allora segue da
llan| = [€]] < lan — 4. O

Definizione 3.2. Una successione {a, }nen si dice limitata inferiormente se esiste M € R
tale che a,, > M, per ogni n € N.

Una successione {ay, }nen si dice limitata superiormente se esiste M € R tale che a,, < M,
per ogni n € N.

Una successione {a, }nen si dice limitata se ¢ limitata inferiormente e superiormente.

Se una successione {a, }nen € limitata inferiormente allora

igg{an} > —00,

2Sia € R. Si chiama parte intera di z il pitt grande m € Z per cui m < z; si indica m =: [x].
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mentre se & limitata superiormente allora

sup{a,} < +oo .
neN

Se una successione {a, }nen € limitata esiste L € R, L > 0, tale che
la,| < L,
per ogni n € N.

Definizione 3.3. Sia A C R un sottoinsieme non vuoto. Una successione convergente in
A & una successione {a, }n,en in A per cui esiste finito il limite ¢ ed esso appartiene ad A.

E ovvio che se una successione ha limite (finito) ¢ € R allora essa & una successione
convergente in R.

Proposizione 3.3. Una successione convergente in un sottoinsieme non vuoto A CR ¢
limitata.

Dimostrazione. Sia lim, ., a, = ¢ € A; per ¢ = 1 esiste n; € N tale che per ogni
n € N, n > ny, si abbia ||a,| — |[¢|| < |a, —¢] < 1 da cui segue |a,| < 1+ |¢|. Si prenda
L = max{|ag|, - ,|an,|, 1+ |[¢|}, allora |a,| < L per ogni n € N. O

Si osservi che il viceversa di tale proposizione ¢ falso: ad esempio la successione {(—1)"},en
¢ limitata ma non e convergente (in R).

1
Proposizione 3.4. Se a, #0 e lim a, = /¢, { # 0, allora {—} e limitata.

n

4]

Dimostrazione. Dalla definizione di limite segue che per ¢ = 5 esiste ny, € N tale che

per ogni n € N, n > ny, si abbia

4]
llan] = 1ell < lan — €] <
. 4] . 2
da cui segue |a,| > = che da — < — per n > ny.
2 || ||
. 1 1 2
Si prenda allora L = max{—, -+, ——, —} per avere
|aol |an, | [€]
1
<L . VYneN.
||

g

Teorema 3.1 (della permanenza del segno). Se lim a, = ¢, £ > 0 (rispettivamente
n—oo

¢ <0), allora a, > 0 (rispettivamente a, < 0) per infiniti n € N.

Dimostrazione. Si prenda ¢ = |{|: esistera n, € N tale che per n € N, n > ny, sia
la, — €] < |€]. Se £ > 0 allora |¢{| = ¢ e da |a, — | < ¢ segue a,, > 0 per ogni n € N,
n > ng. Se invece ¢ < 0 allora |[¢| = —( e da |a,, — ¢| < —{ segue a,, < 0 per ogni n € N,

n > ny. ]
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Osservazione 3.2. Se lim a,, = ¢, { > L (rispettivamente ¢ < L) allora a,, > L (rispet-

n—oo

tivamente a,, < L) per infiniti n € N.

Infatti se € £ > L, scelto € = ¢ — L esiste ny;, € N tale che per n € N, n > nyp, sia
la, — ¢| < ¢ — L; da questa segue a,, > L per n € N, n > ny 1. Se invece ¢ < L si ripete il
ragionamento per € = L — /(.

Teorema 3.2 (dei due carabinieri). Siano {a, }nen, {bn}tnen € {Cn}tnen tre
successioni a valori in un sottoinsieme non vuoto A C R per cui esista ng € N tale che

n < b, <c, per ognin € N, n>mng. Se lim a, = lim ¢, = ¢ allora anche lim b, = /.
n—00 n—00 n—00

Dimostrazione. Sia I(¢,e) un qualsiasi intorno di ¢: allora esistono n., n” € N tali che
per n € N, n > n., si abbia |a, — | < e epern € N, n>n! siabbia |c, — | <e. Per
n > ng, con n. = max{ng,n., n’}, valgono tutte le disuguaglianze scritte e percio si avra:

l—e<a,<b,<c¢c,<l+e.

Questo implica |b, — {| < €, per n > n., cioe¢ che lim b, = /. O

n—0o0

Rispetto alle operazioni tra successioni convergenti si hanno le seguenti relazioni:

Proposizione 3.5. Siano {a,}nen € {bn}tnen due successioni convergenti. Allora
(a) Per ogni X\ € R, hm Aa, =\ lim a,;

n—o0

(b) lim (a, +b,) = lim a, + lim b,;

n—oo n—o0 n—oo

)
(c) hm apb, = (lim an)( li_)rn bn).
)

(d) Se per ognin € N e b, # 0 allora

( lim a,
_) .
= , se lim b, #0,
lim bn n—00
n—oo
lim 2 — J oo , se lima, #0, lim b, =0,
- n—00 n—00
n—00 bn
st presenta nella forma
mdeterminata “ =7 , se lima, =0, lim b, =
\ 0 n—oo n—o00

Dimostrazione. Nel caso A = 0 la (a) € banalmente verificata perché se ¢ = lim,, ., a,
allora Alim,, o a, = 0-¢ = 0, mentre la successione {Aa, ey € la successione nulla,
dunque il suo limite ¢ 0. Sia dunque A € R, A # 0; allora per ogni ¢ > 0 esiste n. € N,
tale che, per n > n., si abbia |a,, — ¢| < ¢/|A|. Ne segue che, per n > n,, ¢

|Aa, — M| = |M]a, — €] < ¢

e questo prova (a).
Sia limy, o0 an, = € € lim, o0 b, = /. Allora per ogni ¢ > 0 esiste n. € N tale che, per
n € N, n > n., si abbia |a,, — ¢| < e. Allo stesso modo esiste n” € N tale che, per n € N,
n > n!, si abbia |b, — /| < e. Dunque se n. = max{n., n’} allora per n € N, n > n., si
ha:

lan + b, — (L+ )| <lan— L]+ b, — 0| <e+4e <2,
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e dall’arbitrarieta di € si ha l’asserto (b). Si ha anche:
lanbn, — 00| = |anby, — apnl + all — 00 < lanb, — apl'| + lal’ — 00| =

= |an| |bn, = '] + |0 |an — €] < (L + |€'])e

dove, essendo {a, }nen una successione limitata, & |a,| < L, per ogni n € N e per qualche
costante L > 0. Dall’arbitrarieta di € segue l'asserto (c).

Proviamo ora il primo asserto di (d). Poiché {b—}neN ¢ una successione limitata, esiste

1n

una costante non negativa M € R per cui sia < M per ogni n € N; allora

n

%_é B al' — 0b, B a0 — 00 + 00 — 0b,, 0] |a, — €] |€] b, — |
by U] | bt | bl — [bal ] [N -
1 12
gM(|an—£|+¥ |bn—£’|) <M(1+!)5
1] |1¢']
Dall’arbitrarieta di € si ha 1’asserto. O

4. SUCCESSIONI DIVERGENTI
Definizione 4.1. Una successione {a, }nen diverge a +00 o ha limite +o00 e si scrive

lim a,, = +00
n—oo

se per ogni K > 0 esiste nx € N tale che per ogni n € N, n > ng, si abbia a,, > K.
Una successione diverge a —oo o ha limite —oo e si scrive

lim a,, = —00
n—oo

se per ogni K > 0 esiste nx € N tale che per ogni n € N, n > ng, si abbia a,, < — K.
Una successione diverge o ha limite oo e si scrive

lim a, = o0
n—oo

se per ogni K > 0 esiste ngx € N tale che per ogni n € N, n > ng, si abbia |a,| > K.

Esempio 4.1. Ad esempio sono successioni divergenti (a 4+00) le successioni
{an}nen Per a, =nea, =a"peracR a>1.
Infatti lim n = 400 perché V K > 0 si ha n > K per n > ng con ng = [K] + 1.

n—oo

Analogamente lim a" = +o0o perché V K > 0 si ha a" > K per n > log, K: dunque

n—oo

basta scegliere nx = [log, K]+ 1.
Per quanto riguarda le operazioni tra successioni divergenti e convergenti si ha la seguente

Proposizione 4.1. Siano A\ € R e {ay }nen, {bn}nen due successioni.

(a) Se {antnen diverge a £oo allora

Foo , se A<0
lim Aa, =
n—00 +oo , se A>0.
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(b) Se le due successioni sono divergenti a +oo allora
lim (a,, + b,) = +0o0
n—oo

lim a,b, = +00
n—oo

. Qp, . . .
lim — si presenta nella forma indeterminata “— 7 .
n—oo
n

813

(c) Se le due successioni sono divergenti a —oo allora
lim (a, + b,) = —o0
n—o0
lim a,b, = +o0
n—o0

. ap, . . . o0
lim — si presenta nella forma indeterminata “—7 .
n—o0 bn

&

(d) Se {an}nen diverge a £00 € {b,}nen converge ad € allora

lim (a, + b,) = £o0
n—oo

(

lim a, =400 e £ >0
n—oo
400 se )
lim a, =—00 e £ <0
. n—oo
lim a,b, = '
n—00 lim a, =400 e £ <0
n—oo
—00 se )
lim a, = -0 e £ >0
\ n—oo

lim a,b, si presenta nella forma indeterminata “co-07 se £=0.
n—oo

Se b, # 0 allora

( lim a, =400 e £ >0
n—oo
+o00 se )
lim a, =—00 e £ <0
n—oo
. an .
lim — = lim a, =4+00 ¢ £ <0
n—oo bTL n—oo
—00 se }
lim a, = -0 e £>0
n—oo
(oo se £=0.
(e) Se lim a, = 400 e lim b, = —o0 allora
n—oo n—oo
lim (a, + by,) s1 presenta nella forma indeterminata “co — oo”
n—oo
lim a,b, = —o0
n—oo
. an . - - ((OO ”
lim — si presenta nella forma indeterminata “— 7 .
n—oo b, 00

La dimostrazione ¢ lasciata per esercizio al lettore.
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5. SUCCESSIONI MONOTONE

Definizione 5.1. Una successione {a, },en si dice monotona decrescente (rispettivamen-
te monotona strettamente decrescente) se per ogni n € N ¢ a,41 < a, (rispettivamente
Upp1 < Qy).

Una successione {a, }nen si dice monotona crescente (rispettivamente monotona stretta-
mente crescente) seperognin e Nea, < api (rispettivamente ay, < an+1).

1

Esempio 5.1. La successione definita da a, = — ¢ (monotona) strettamente decrescente,

mentre la successione definita da a,, = n ¢ (monotona) strettamente crescente. Fissato
m € N\ {0}, la successione {a, }nem(o} definita da

1
— se m<n<2m
m
a, = 1
— sel<n<mon>2m

¢ (monotona) decrescente. Analogamente, fissato m € N\ {0} la successione {a,, },en data

da
0 sen=0

a,=<m se m<n<?2m

n se 1<n<m o n>2m
¢ (monotona) crescente.
Proposizione 5.1. Per ogni successione monotona esiste il limite e si ha:

ILm ay, = igg{a”} se {an}nen € decrescente o strettamente decrescente,
n (o] n

lim a, = sup{a,} se {a,}nen € crescente o strettamente crescente .
n—o0 neN

Dimostrazione. Sia {a,},eny una successione decrescente. Si supponga dapprima che

inI£I {a,} = —o0; allora la successione non ¢ limitata inferiormente e quindi per
ne
ogni K > 0 esiste ng € N tale che a,,, < —K. Pertanto per ogni n € N, n > ng, ¢
a, < a,, < —K, dunque lim a, = —o0.
n—oo

Si supponga ora che ing {a,} = € > —o0; dalla definizione di estremo inferiore,
ne

comunque si scelgan € N e a, > ¢ da cui a, > {—¢ per ogni € > (. Siccome poi £+ non
€ un minorante, esiste n. € N tale che a,,, < {+¢ e per ognin > n.sihaa, <a,, </{+ec.

Quindi per ogni n > n. e { —e < a, < { + c: questo implica che lim a, = ¢.
n—o0

La dimostrazione ¢ analoga se la successione ¢ strettamente decrescente, tenuto conto del
fatto che stavolta a,, < a,, se n > m.

Allo stesso modo si procede se la successione € crescente o strettamente crescente.
O

6. SOTTOSUCCESSIONI

Definizione 6.1. Sia {a, },en una successione. Una successione {b, }nen € una sottosuc-
cessione estratta dalla successione {a, },en se esiste una successione strettamente crescente
{kn}nen C N tale che b, = ay, , per ogni n € N.
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1
2n+1

1
Esempio 6.1. Le successioni {2_}"€N\{0} e tnen sono sottosuccessioni della suc-
n

. 1
cessione {ﬁ Fren\{o3-

Infatti la prima corrisponde alla scelta della successione strettamente crescente di naturali

1 1 1
Entn . kn = 2n, (i.e. posto a, = — e b, = — sih - - =
{Ennem (03 n, (i.e. posto a — € 5, Siha a, "o

b,) mentre la seconda corrisponde alla scelta di k, = 2n + 1.

1 1 1 1
Invece la successione {5 50 g -+ } non ¢ una sottosuccessione di {—},em (0. Infatti
n
si avrebbe .
bozgzakOZCZQ eSS l{0:2,
1
blzéza,ﬂ:@ — k1:2,
1
bgzﬁzakzz(lg — ]{IQZ,
1
bn:§:akn:a2 — kn:2
Pertanto la successione {k, },cn sarebbe la successione stazionaria {2, 2, 2, --- }.
Osservazione 6.1. lim &, = 4o0.
n—o0

Infatti dalla Proposizione 5.1, il limite lim k, esiste. Se per assurdo tale limite fosse finito
n—oo

e uguale a ¢ € R, allora per ogni € > 0 esisterebbe n. € N tale che per n € N, n > n,,
si avrebbe ¢ — e < k, < ¢ + ¢. Poiché i k, sono numeri naturali e k,.; > k,, risulta
kpy1 >k, + 1. Allora per n > n, si avrebbe { —e <k, <k, +1 <k, <{+ ¢ da cui

(—e<k,+1</l+c¢,
cioe per n > n. sarebbe
(—=1)—e<k,<(l—-1)+¢

dunque lim k, = ¢ — 1: questo e assurdo per I'unicita del limite.
n—o0

Si dimostra che

Proposizione 6.1. Per ogni sottosuccessione {ag, }nen estratta da {a,}nen Si ha:

(1) se lim a, = ¢ allora lim a, =/,
n—oo n—oo

(2) se lim a, = +o00 allora lim ay, = £oo.
n—oo n—oo

Inoltre vale il seguente importante risultato:

Teorema 6.1 (di Weierstrass). In R da ogni successione limitata si puo estrarre una
sottosuccessione convergente.

Il significato di questo teorema & che in generale se abbiamo una successione {a,}nen
a valori in un sottoinsieme (non vuoto) A C R, limitata, non ¢ detto che sia possibile
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estrarre da essa una sottosuccessione convergente in A, mentre di sicuro dalla mede-
sima successione {a,}nen, considerata come successione in R, ¢ possibile estrarre una
sottosuccessione convergente in R.

7. SUCCESSIONI DI CAUCHY

Sia {a,}nen C A una successione di numeri reali; si dice che {a,},en verifica alla
condizione di Cauchy se

(7.1)  per ognie > 0 esiste n. € N tale che per ogni n,m € N, n,m > n., si abbia:

la, — am| < €.

Una successione che verifica la (7.1) si dice una successione di Cauchy (in A). Questo
equivale anche a dire che per ogni € > 0 esiste n. € N tale che per ogni m € N e ogni
n € N, n > n., si abbia

|psm — an| < €.
Proposizione 7.1. Ogni successione di Cauchy e una successione limitata.

Dimostrazione. Dalla condizione di Cauchy (7.1) per ¢ = 1, si ha che esiste n; € N
tale che per n,m € N, n,m > ny, si abbia |a, — a,,| < 1. In particolare questo vale per
m = ny; + 1. Ne segue che |a,| < 1+ |a,,+1| per n € N, n > ny. Se allora si prende
L =max{|ag|, -+, |an,|, 1+ |an,+1|} € |an| < L per ognin € N.

O

Ci sono molte successioni di Cauchy: infatti
Proposizione 7.2. Ogni successione convergente e una successione di Cauchy.

Dimostrazione. Sia {a,}nen una successione in un sottoinsieme non vuoto A C R. Se

lim a, = ¢ € A allora per ogni € > 0 esiste n. € N tale che per n, m € N, n, m > n,, si
n—oo

abbia |a, — (| < g elan, — 1| < g. Allora
lan — am| < lan — 0] + |ay, — €| < <.
U

Il viceversa in generale non ¢ vero, cio¢ non ¢ detto che una successione di Cauchy (in un
sottoinsieme non vuoto A C R) sia una successione convergente (in A). Ad esempio, per

1
ognin € N\{0} siscelga ¢, € Q, ¢, > 0, tale che |C]n—\/§] < —. Lasuccessione {gn }nen {0}
n

2
] + 1, allora

cosi costruita e una successione in Q di Cauchy perché se per e > 0 e n. = [-
€

per n,m € N, n,m > n. si ha

1 1 € €
G0 = Gl <0 — V2| +lgm — V2| <+ =< -+ -=¢.
n o m 2 2

Tuttavia {g,}nen non converge in Q. Si noti invece che essa converge in R a /2 (e
ovviamente ¢ una successione di Cauchy).

Proposizione 7.3. In R ogni successione di Cauchy é una successione convergente.
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Dimostrazione. Sia {a,}nen C R una successione di Cauchy: essa e limitata. Dal
Teorema di Weierstrass 6.1, da essa si puo estrarre una sottosuccessione convergente: sia

questa {ag, fnen, con lim, o ax, = ¢, £ € R. Dalla condizione di Cauchy (7.1), per ogni
£
e > 0 esiste n. € N tale che, per n,m € N, n,m > n. si abbia |a, — a,,| < 3 Inoltre in

corrispondenza a n. esiste n” € N tale che, per n € N, n > n”| si abbia k,, > n’. Dunque
. £
per n > max{n.,n”} si ha |a, — ax,| < 5 D’altra parte se

lim ay, = ¢, allora in corrispondenza allo stesso € esiste n”’ € N tale che, per n € N,
n—o0

"

. . € .
n > n! si abbia |a;, — (| < 7 Si prenda n. = max{n.,n”, n”} € N; allora per n € N,

n > ng, si ha
€

228.

15
\an—ﬂ§|an—akn|+|akn—€\<§+

Questo implica che la successione {a, }en converge a £. O

Il fatto che in R ogni successione di Cauchy sia una successione convergente si esprime
dicendo che lo spazio R e completo ovvero, ricorrendo alla funzione distanza d : R x R —
R, dicendo che lo spazio (R,d) ¢ uno spazio metrico completo. Si osservi che in R le
Proposizioni 7.2 e 7.3 si riassumono in un’unica proposizione nota con il nome di criterio
di Cauchy, e precisamente

Proposizione 7.4 (Criterio di Cauchy). Condizione necessaria e sufficiente affinché
una succesione {a, }nen sia convergente in R é che per ogni e > 0 esista n. € N tale che,
per ogni n € N, n > n. e per ogni m € N, si abbia

|psm — an| < €.

Osservazione 7.1. Le successioni permettono di:

e Caratterizzare la chiusura di un sottoinsieme A C R.
Infatti un punto zy € R appartiene alla chiusura A di A se e solo se esiste una

successione {a, tneny C A tale che lim a,, = .
n—oo

Come conseguenza si ottiene che un sottoinsieme A C R e chiuso se e solo se ogni
successione {a, tnen € A convergente (in R), ¢ convergente in A.

e Definire le potenze di base (solo positiva!) ed esponente reali.
Infatti siano a > 1 e a € R; poiché Q = R, si prova che per ogni n € N esiste

qn € Q tale che |g, — o] < —, inoltre si puo sempre fare in modo che la succes-
n

sione {q, fnem(o} cosi costruita sia strettamente crescente ed allora o = lim ¢, =
n—oo

sup . Dalle proprieta delle potenze, la successione {a% },cn fo € strettamente
neN\{0}
crescente e se m € N ¢ tale che @ < m allora a? < a™ per ogni n € N\{0}, dunque

esiste finito il lim a?. Se {p, }nen € una qualunque altra successione di razionali
n—oo

(distinta da {g, fnem (0}) convergente ad a si prova che

lim @ = lim a? .
n—oo n—oo
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Dunque questo limite non dipende dalla scelta della successione di razionali con-
vergente ad «. Pertanto si pone

lim a’", se a>1
n—oo

(7.2) a® = (1>—a
- , se 0<a<1
a

dove {p, }nen € una qualunque successione di razionali convergente ad «. Si di-
mostra che per le potenze di base ed esponente reale valgono le stesse proprieta
che valgono per le potenze di base reale ed esponente razionale.

Definizione 7.1. Un sottoinsieme non vuoto A C R si dice compatto per successioni se
da ogni successione {a, }nen € A si puo estrarre una sottosuccessione convergente in A.

Si dimostra che in R ¢ sottoinsiemi compatti per successioni sono tutti e soli i sottoinsiemi
compatti.

8. SERIE NUMERICHE

Sia {ay, fnen una successione di numeri reali. Per ogni n € N si ponga
n
(8.1) S, = ag+ a; + -+ a, ovvero sn:E ay .
k=0

Definizione 8.1. Si chiama serie numerica la coppia ({an nen, {Sn}nen) € si indica con
una delle seguenti notazioni

o0

E an E ay, -

n=0

n>0

I numeri a,, si chiamano i termini della serie, mentre i numeri s, si chiamano le somme
parziali o ridotte n-esime della serie.

Definizione 8.2. Si dice che la serie E a, € convergente se € convergente la successione
n>0
delle somme parziali {s,}nen. Il numero reale s = lim s, e detto somma della serie e si

n—oo
scrive g ap =S

n>0

Se la successione {s,}n,en non converge allora si dice che la serie diverge; in tal caso se
la, successione {s,}nen diverge allora si dice che la somma della serie & oo , se invece
non esiste il limite della successione {s,},en allora si dice che la somma della serie

indeterminata. Si osservi che la notazione * E a,” denota sia la serie che la sua somma.
n>0
Osservazione 8.1.
(a) Sia a € R. La serie
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1

mentre diverge per a < —1lea > 1. Infattipera=1¢es,=n+1,pera#1e¢

detta serie geometrica di ragione a, converge per |a| < 1 e la sua somma ¢

1—qmt!

Sp,=1+a+--+ad"=——,
1—a
da cui
1

se <1
| — al
JE&S”: +00 se a>1,

non esiste se a < —1.

(b) La serie
i .
n=1 n

detta serie armonica, diverge. Infatti si puo dimostrare che

n
8271214‘5

e di conseguenza lim s, = 4o00.
n—oo

Proposizione 8.1 (criterio di Cauchy). Condizione necessaria e sufficiente affinché

la serie Z a, converga e che per ogni € > 0 esista n. € N tale che per ogni m € N e per
n>0
ognin € N, n > n. si abbia

|Sntm — Sn| < €.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal criterio di Cauchy per le successioni (cfr.
Proposizione 7.4) applicato alla successione delle somme parziali {s;, } nen. Il

Da esso segue immediatamente la seguente

[e.e]
Proposizione 8.2. Se la serie E a, converge allora lim a, = 0.
n—oo
n>0

Dimostrazione. Sia € > 0; applicando il criterio di Cauchy per m = 1, si ha per ogni
n €N, n>n.,

[Snt1 — Sn| = |ant1] < €,

dunque lim a, = 0. O
n—oo

Si osservi che questa proposizione (molto utile!) ci dice che se lim a,, # 0 allora di sicuro

n—oo
la serie E a, diverge.

n>0
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9. CRITERI DI CONVERGENZA PER LE SERIE

Una serie Z a, si dice a termini non negativi (rispettivamente non positivi) se a, > 0
n>0
(rispettivamente a,, < 0); si dice a termini positivi (rispettivamente negativi) se a, > 0
(rispettivamente a,, < 0).
Per una serie a termini non negativi si ha che s, = s, + a, > s,, dunque {s,}nen €

crescente e percio lim s, = sup{s,}. Pertanto il problema della convergenza per una
n—oo neN
serie a termini non negativi si riconduce a cercare un maggiorante per la successione delle

somme parziali. Stessa cosa per le serie a termini positivi. In modo analogo la successione
delle somme parziali di una serie a termini non positivi (o negativi) & decrescente e percio

lim s, = inf{s,}, dunque in tali casi si ¢ ricondotti a cercare un minorante per la
n—00 neN

successione delle somme parziali.

Si danno ora alcuni criteri per la convergenza delle serie a termini non negativi.

Proposizione 9.1 (criterio del confronto). Siano Zan e Z b, due serie a termini
n>0 n>0
non negativi. Si supponga che esista ng € N tale che per ogni n € N, n > ng, st abbia

a, < b,. Se la serie E b, converge allora converge anche la serie g a,; se la serie
n>0 n>0

Z a, diverge allora diverge anche la serie an.

n>0 n>0

Dimostrazione. Siano {s, }nen € {05 }nen le successioni delle somme parziali rispettiva-

mente di Z a, € Z b,. Allora, per n > nq, si ha:

n>0 n>0

n n
Sp = Spg + E ar < Spy + E b = Spy + 0n — Ony -
k=no+1 k=no+1

Indicata con o la somma della serie E b, essendo o = sup{o,}, si ha che
N
n>0 ne

Sp < Spy + 0 — Oy -

Dunque {s, }nen € limitata e poiché lim s, = sup{s,}, la serie E a, converge.
n—oo neN
n>0

In modo analogo se la serie g a, diverge, allora per n > ng si ha:
n>0

n n
Op = Opy + 5 b > oy, + E A = Opy + Sp — Sny -
k=ngp+1 k=ngp+1

La tesi allora segue dal fatto che lim s, = 4o00. O
n—oo

Esempio 9.1. La serie
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(1))

detta serie esponenziale, ¢ convergente e la sua somma, indicata con la lettera “e”, si
chiama numero di Nepero | i.e.

1
n=0
aTL
Infatti essa € una serie a termini positivi; inoltre dal fatto che lim - = 0 per
n—oo M
ogni a > 0, segue che per qua181a51 € > 0 esiste n. € N tale che per ognin € N, n > ne, s1
a” 1
abbia — < ¢, da cui si ha — < —. Per a > 1 la serie geometrica Z — = EZ
n! n! a® = S \a

converge e l’asserto segue dal criterio del confronto. Si noti che e > 1.

Osservazione 9.1. L’esempio ora descritto permette di calcolare il

1 n
lim (1 + —> )
n—oo n

Infatti usando lo sviluppo del binomio di Newton

() =2 ()

—) } e crescente e pertanto
n neN\{0}

) \" 1\"
lim (1+—) = sup 1+ — ;
n—oo n neN\{0} n

{03))
sup 1+ — =e.
neN\{0} n

Proposizione 9.2 (criterio della radice n-ma). Sia Z a, una serie a termini
n>0
non negativi. Se esistono k € R con 0 < k <1 eng € N tali che per ogni n € N, n > ny,

31 abbia
an <k

si mostra che la successione { (1 +

si prova poi che

allora la serie Z a, converge.
n>0
Dimostrazione. Per n > ng si ha a, < k™ dove |k| < 1. Poiché la serie geometrica
Z k™ converge, dal criterio del confronto converge anche Z G- U

n>0 n>0

Questo criterio vale anche nella seguente versione

Proposizione 9.3. Sia E a, una serie a termini non negativi. Se
n>0

lim
n—oo

<1 allora la serie converge
> 1 allora la serie diverge.
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Per le serie a termini positivi si hanno i seguenti due criteri.

Proposizione 9.4 (criterio del rapporto). Sia Zan una serie a termini positivi. Se
n>0
esistono k € R, 0 < k <1, e ng € N tali che per ogni n € N, n > ng, si abbia
An+1
G,

<k

allora la serie converge.
Se esiste ng € N tale che per n € N, n > ng, si abbia

an+1

>1
an

allora la serie diverge.

. . An+1 .
Dimostrazione. Se —— < k per n > nqg, si ha:
an
_ a
An+1 S kan S k2an—1 S e S k"™ n0+1an0 - k_:?)kn—‘_l

a

dove k_zz ¢ una costante. Poiché |k| < 1, la serie Z k™ converge e dal criterio del confronto
n>0

segue la prima parte della proposizione.

N an+1
Se per n > ng e

> 1 allora a,4+1 > ay, € se fosse lim a, = 0 allora per ¢ =

[07% n—o0
an,, > 0, esisterebbe n. € N tale che, per n > n., sarebbe a,11 = |ap11| < an,. Sia
ny = max{ng,n.}, allora per n > n{ sarebbe a,41 < a,, mentre ¢ a,41 > a,,. Quindi
non puo essere lim a, = 0, dunque la serie diverge. U

n—oo

Anche in questo caso si ha la seguente versione del criterio sopra enunciato:

Proposizione 9.5. Sia g a, una serie a termini positivi. Se
n>0

R <1 allora la serie converge,
=00y, > 1 allora la serie diverge.

Qp41

Osservazione 9.2. Se lim = 1 non si puo dire niente sul comportamento della

n—00 QO
serie E Qp,.

n>0
Un altro criterio utile ¢ espresso dalla seguente

Proposizione 9.6. Sia {a,}nen una successione positiva decrescente. Allora le serie

E Qn € g 2"aon hanno lo stesso comportamento.
n>0 n>0

Osservazione 9.3. La serie
o0

1

np
n=1

converge se p > 1 e diverge per 0 < p < 1. Infatti applicando la Proposizione 9.6 per
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on _on 1 B 1
N O N e

Dunque la serie E 2"agn € la serie geometrica

n=1
') 1 n
> (5)

che converge se p —1 > 0 e diverge se 0 < p < 1.

Una serie a segni alterni € una serie Z a, dove a, = (—1)"b, per {b,}nen Successione
n>0
assegnata a termini non negativi o non positivi.
Un criterio per la convergenza di una serie a segni alterni e il seguente

Proposizione 9.7 (criterio di Leibniz). Sia Z(—l)”bn una serie a segni alterni. Se
n>0

la successione {b,}nen € decrescente e lim b, = 0 allora la serie g (—=1)"b,, converyge.
n—oo
n>0

Esempio 9.2. La serie

—1)"
Z(n)

n>1

1
converge. Infatti in tal caso b, = —, dunque b, +; < b, e lim b, = 0. Si applica quindi il
n n—00

criterio di Leibniz.

10. SERIE ASSOLUTAMENTE CONVERGENTI

Una serie si dice assolutamente convergente se converge la serie g |lay,|.
n>0

Proposizione 10.1. Una serie assolutamente convergente e convergente. Inoltre se S =

Z|an] es= Zan allora |s| < S.

n>0 n>0

Dimostrazione. Siano {s,}nen € {Sn}nen rispettivamente la successione delle somme
parziali di Z ay € Z |a,,|. Dal criterio di Cauchy, per ogni € > 0 esiste n. € N tale che

n>0 n>0
per ogni m € N e per ogni n > n. si abbia

[Snm = Sul = [|ant1| + -+ + |@nim| | = @ng1] + - + |anim] <.
D’altra parte

|Sntm = Sn| = |@ng1 + -+ G| < anga| + - fangm| < e
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per n > n. e m € N. Dal criterio di Cauchy la serie ) ., a, converge. Inoltre se

s = Zan eS= Z\an\ allora

n>0 n>0
|s| = | lim s,| = lim [s,]|
n—oo n—oo
dove [s,| < |ag| + -+ - + |an| = S, e dunque |s| < lim S, = S cioe
n—oo

s|< S
O

Si noti che possiamo applicare i criteri di convergenza esposti nel paragrafo precedente
alla serie Z |a,| e quindi, dalla Proposizione 10.1 appena dimostrata, questi ci forniranno

n>0
dei criteri di convergenza per le serie assolutamente convergenti.

Osservazione 10.1. Se una serie converge allora non e detto che essa converga assoluta-
mente. Infatti la serie dell’Esempio 9.2 converge, ma la serie dei valori assoluti e la serie

1
armonica E — che, come noto, diverge.
n
n>1

11. RIORDINAMENTO DI UNA SERIE

Definizione 11.1. Una serie E a,, € un riordinamento della serie g a, se esiste una
n>0 n>0
biiezione 7 : N — N tale che o, = a,(n).

Se E a, ¢ un riordinamento della serie Y - a, allora anche } -, a, ¢ un riordinamento
n>0
della serie ) - a,. Si dimostra il seguente

Teorema 11.1. Se una serie g a, converge assolutamente allora converge ogni suo
n>0
riordinamento g a,. Inoltre le somme delle due serie sono uguali.
n>0

Osservazione 11.1.

(a) Una serie convergente ma non assolutamente convergente ed un suo riordinamento
possono avere somme diverse. Si consideri, as esempio, la serie convergente

Z(-l)ﬂ“_1 1 1 1 1 1 1
5

67T

n 234+

n>1

con somme parziali s, e sia s la sua somma. Si ha®

n

- 1 1
Son4+1 = 83+Z<a2k —i—ang) = S3 — Z— < 83— —.
2 2 2k(2k + 1) 20

3 —1)ZHL ()22 (2 4+ 1) + 2k 1
agk + A2k4+1 = + = - _
2k 2k +1 2k(2k + 1) 2k(2k + 1)
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Poiché s = lim s,, allora ¢ anche llm Sont1 = S, Ma hm Sont1 < 83— 1/20 < s3,
n—oo n— n—

da cui s < s3. Si prenda ora il r1ord1namento

Allora se {0y, }nem (o} € la successione delle somme parziali di questo riordinamento,
si ha che

O3, = S3 + E (Qar—3 + Qa1 + agg) =
k=2

1 1 8k — 3
S3+Z4k ERy— 2/<: 83+22k4kz Nak—1)

Ne segue che se ¢ = lim o, allora ¢ = lim 03, > s3 > s.
n—oo n—oo

In generale Z(an +b,) # Z a, + Z by,

n>0 n>0 n>0

1 1
Infatti 1 i — , — di tel delle d ie ¢
nfatti le serie ; ( T 1) ; 5y, divergono” e la somma delle due serie &

una serie divergente la cui somma ¢ indeterminata. Tuttavia la serie E (an+by) =
n>1

1
Z mon £ 1) @ 0 converge (usando il criterio del confronto, tenuto conto del fatto
n

che 2n(2n + 1) > 4n? > n?).

12. PRODOTTO DI CAUCHY DI DUE SERIE

Siano Z a, € Z b, due serie. Si chiama serie prodotto secondo Cauchy la serie Z Cn

dove

Si osservi che se s’

E Qn,

n>0

n>0 n>0 n>0

n

Cn = aObn + albn—l + -+ an—lbl + CLnbO = Z akbn—k .
k=0

', s e s, sono le somme parziali n-esime rispettivamente delle serie

Z b, e Z ¢, allora

n>0 n>0

:mzn:ocm = Z (Zakbm k) —

m=0

n
" iz " " "
= apS,, + a18,_1 + -+ apn_18; + a,Sy = g Ak Sp_k
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ma anche (posto h = m — k)

Sp = Z (Z bham—h> = boS;L + b13;—1 44 bn—lsll + bn56 = Z bks;z—k .
m=0 \h=0 k=0

Teorema 12.1 (di Mertens). Siano Zan e an due serie convergenti. Se almeno
n>0 n>0
una delle due serie converge assolutamente allora la serie prodotto secondo Cauchy con-
verge e la sua somma ¢ il prodotto delle somme di Zan e Z b,,.
n>0 n>0

Osservazione 12.1. Se le serie g ay € g b, convergono (ma nessuna delle due converge
n>0 n>0
assolutamente) allora la serie prodotto puo anche divergere.

—1)"
Ad esempio, se a, = b, = (=1 n > 0, allora le serie Zan, an convergono (dal

/ ) — )
n+ 1 n>0 n>0

criterio di Leibniz) e

Z\/kJrl Yn+1—k)

Ora
1 _ 1 S
VE+D)(n+1-k) Vn+1+kn—Fk —
S 1 S 1 _ 1
SV atls JmrE n+l
da cui

> 1
)

Z\/k+1 n+1l—k

Se n = 2m allora ¢y, > 1 e dunque non puo mai essere lim ¢y, = 0. Se la serie E Cn
m—0o0
n>0

convergesse, dovrebbe essere lim ¢, = 0 e quindi anche lim c¢y,, = 0. Pertanto E Cn
n-=

diverge.
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ITT - Generalita di una funzione scalare di una variabile reale

In questo capitolo si danno le definizioni di dominio, codominio e di estremi di una funzione
f:R — R e il concetto di funzione monotona (funzioni decrescenti e crescenti). Si danno poi
le varie definizioni di limite (infinito e finito per la variabile che tende ad un punto assegnato
e infinito e finito per la variabile che tende all’infinito): si dimostrano i risultati fondamentali
(criterio di Cauchy, operazioni con i limiti, teorema della permanenza del segno) e si determinano
alcuni limiti notevoli. Si studiano poi i limiti laterali e gli asintoti di una funzione. Nel penultimo
paragrafo sono riportati i concetti di infinitesimo e di infinito e il confronto tra due di essi.

13. DOMINIO, CODOMINIO E GRAFICO DI UNA FUNZIONE

Sia f : R — R una funzione da R in R. Si chiama dominio della funzione f il sottoin-
sieme

D(f) ={z e R: f(z) e R}

mentre si chiama codominio della funzione f il sottoinsieme R(f) di R costituito dalle
immaging di f, cioe

R(f) ={y e R:y = f(z), perx € D(f)} = [(D(f)) -

Per ogni x € D(f) il numero reale f(z) € R(f) si chiama anche immagine di x mediante
f o walore di f in x.
Si chiama grafico di f il sottoinsieme G; C R?,

Gy ={(z,y) e RxR:y= f(z),per qualche x € D(f)} .

Fissato un sistema cartesiano (O; x, y) del piano, si puo disegnare il grafico di una funzione

f.
Esempio 13.1. Sono funzioni:

(i) L’identita idg : R — R, cioe la funzione che ad ogni = € R associa sé stesso, i.e.

idg(z) = .
Il suo dominio e il suo codominio sono R; il grafico e la retta di equazione y = x,
bisettrice del I e del IIT quadrante del piano cartesiano (O;x,y).

(ii) L’inclusione canonica 1y : A — R di un sottoinsieme non vuoto A C R, cioe la
funzione 14 (z) = = per ogni = € A.
Il suo dominio e il suo codominio sono A. Essa e un’applicazione biunivoca rispetto
al suo codominio. Il suo grafico € la parte della retta y = x relativo ai punti x € A.

(iii) La funzione caratteristica di un sottoinsieme non vuoto A C R, cioe la funzione
XA : A — R definita da

(@) 1 ,sexed
M0 , se x ¢ A.

Il suo dominio ¢ R e il suo codominio ¢ {0,1} C R. Essa ¢ una funzione suriettiva
sul suo codominio. Il suo grafico e la parte della retta y = 1 relativo ai punti z € A
e la parte della retta y = 0 (asse delle ascisse) relativo ai punti x ¢ A.
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(iv) La funzione parte intera cioe la funzione f : R — Z definita da f(x) = [].
Il suo dominio € R e il suo codominio ¢ Z ed e una funzione suriettiva. Il suo
grafico (a gradini) e costituito dalla parte di retta y = m, m € Z, relativi ai punti
x € R per cui [z] =m.

(v) Ogni successione {ay, }nen-
Essa per definizione e una funzione ¢ : N — R. Il suo dominio ¢ N e il suo
codominio ¢ a(N) = {a,, n € N} = {a, }nen. Il grafico ¢ un sottoinsieme discreto
di R? costituito dalle coppie di punti (n, a,).

(vi) f(z) = ¢, c € R fissato, per x € R.
Una tale funzione si chiama funzione costante. Il dominio ¢ R, il codominio e
{c} ed il suo grafico ¢ la retta di equazione y = ¢. Ovviamente ¢ una funzione
suriettiva ma non iniettiva.

(vii) f(x) = z* per z € R,
Il suo dominio ¢ R mentre il suo codominio ¢ il sottoinsieme R* dei numeri reali
non negativi. Si noti che questa funzione ¢ suriettiva perché se y € R allora
Ty = —/y e T3 = +,/y sono tali che f(z;) = f(x2) = y. Il suo grafico ¢ la
parabola di equazione y = .
(viii) f(z) = /x, (dove, affinché questa legge sia una funzione, si intende la radice

positiva).
Questa funzione ha per dominio e per codominio R* ed ¢ biunivoca. Si noti che il
suo grafico coincide con il ramo superiore della parabola z = 2.

14. ESTREMI DI UNA FUNZIONE

Una funzione f : D(f) — R ¢ limitata inferiormente se il codominio R(f) ¢ limitato
inferiormente; si pone allora

inf f := inf R(f)
che si chiama estremo inferiore di f. Analogamente, una funzione e limitata superiormente
se il codominio R(f) ¢ limitato superiormente; si pone allora

sup f := sup R(f)

che si chiama estremo superiore di f.
Se A C D(f) allora si dice che f ¢ limitata inferiormente in A se f(A) ¢ limitato inferi-
ormente. In tal caso si pone

igff = inf f(A)

che si chiama estremo inferiore di f in A. Analogamente f e limitata superiormente in
A se f(A) e limitato superiormente e si pone

sup f=sup f(A)
che si chiama estremo superiore di f in A.
Se R(f) non & limitato inferiormente allora f & illimitata inferiormente e si pone
inf f = —o0;

analogamente se f(A) non e limitato inferiormente allora f e illimitata inferiormente in
A e si pone

12ffz—oo.
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Similmente se R(f) non ¢ limitato superiormente allora f ¢ illimitata superiormente e si
pone

sup f = +o00
e se f(A) non ¢ limitato superiormente allora f ¢ illimitata superiormente in A e si pone

sup f = +00 .
A
Infine una funzione f : D(f) — R ¢ limitata se ¢ limitata sia inferiormente che superior-

mente, mentre se A C D(f), allora f & limitata in A se & limitata sia inferiormente che
superiormente in A.

Dalle definizioni, ¢ ovvio che per ogni = € D(f) &
inf f < f(z) < sup f

e valgono le uguaglianze se f & costante. Analogamente, per ogni x € A &
inf f < f(z) < sup f
A A

e valgono le uguaglianze se f e costante in A.

Valgono le seguenti proprieta:
i) Se B C D(f) o rispettivamente B C A C D(f) allora

: < : <
1Ilff_1%ff , 1ﬁff—1%ff
sup f=inf f ., supf =>supf.
B A B
ii) Se g € una funzione che ha lo stesso dominio di f e f(x) < g(x) per ogni x € D(f)
allora
inf f <infg , supf <supy,
oppure, se per ogni x € A C D(f)ND(g) ¢ f(z) < g(x), allora

inf f <infg , supf <supg.
A A A A
iii) Se g € una funzione che ha lo stesso dominio di f allora
inf(f+g) >inf f+infg , sup(f+g) <supf+supg
oppure se A C D(f) N D(g) allora
inf(f +g) > inf f +infg , sup(f+g) <supf+supg.
A A A A A A

iv) Se f,g > 0 allora
inf(fg) > (inf f)(inf g) , sup(fg) < (sup f)(supg)
eper ACD(f)ND(g) e
inf(fg) > (inf f)(inf g) , sup(fg) < (sup f)(supg) .
A A A
Se R(f) ha minimo, i.e. inf f € R(f), allora si dice che f ha minimo assoluto e si pone
min f := min R(f) .
In questo caso esiste zy € D(f) tale che

f(xo) = min f
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e il punto xq si dice punto di minimo assoluto di f. Analogamente, se A C D(f) e f(A)
ha minimo, i.e. inf4 f € f(A), allora si dice che f ha minimo in A e si pone

mjnf :=min f(A) .

In questo caso esiste xy € A tale che
f(zg) = mjn f

e il punto xy si dice punto di minimo di f in A.
In modo simile, se R(f) ha massimo, i.e. sup f € R(f), allora si dice che f ha massimo
assoluto e si pone

max f := max R(f) .
In questo caso esiste xo € D(f) tale che

f(xo) = max [ ;
il punto xzq si dice punto di massimo assoluto di f.
In modo simile, se A C D(f) e f(A) ha massimo, i.e. sup, f € f(A), allora si dice che f
ha massimo in A e si pone
mjixf :=max f(A) .

In questo caso esiste xy € A tale che
f(zo) = mjmxf ;

il punto xzq si dice punto di massimo di f in A.

15. FUNZIONI MONOTONE

Definizione 15.1. Una funzione f : D(f) — R si dice decrescente (rispettivamente
strettamente decrescente) se per ogni x1,x9 € D(f) con x1 < w3 si ha f(x1) > f(x2)
(rispettivamente f(xq1) > f(x2)).

Si dice che f e crescente(rispettivamente strettamente crescente se per ogni xq,xo € D(f)
con 1 < xg si ha f(x1) < f(xa) (rispettivamente f(x1) < f(z2)).

Le funzioni decrescenti, strettamente decrescenti, crescenti e strettamente crescenti si
chiamano funzioni monotone.

Esempio 15.1.

(i) Le funzioni lineari affini sono funzioni monotone.
Infatti una tale funzione ¢ della forma f(z) = axz +b, con a,b € R. Se a > 0 allora
f e strettamente crescente, se a < 0 allora f e strettamente decrescente. Se a = 0
allora la funzione e costante e percio e sia crescente che decrescente.
(i) f(x) = 23 & una funzione strettamente crescente.
(iii) f(z) = a® e la sua inversa g(z) = log, x sono funzioni strettamente decrescenti
per 0 < a < 1 e sono strettamente crescenti per a > 1.

e Si osservi che una funzione strettamente monotona é invertibile. Infatti se non lo fosse,
f non sarebbe iniettiva (una funzione & sempre suriettiva sulla sua immagine). Dunque
esisterebbero due punti distinti di D(f), x1 # x9, tali che f(x1) = f(x3); senza perdere di
generalita si potrebbe assumere x; < 5. Se ad esempio f fosse strettamente decrescente
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allora sarebbe f(x1) > f(z2) che contraddirebbe il fatto f(z1) = f(x2). In modo analogo
si otterrebbe una contraddizione se f fosse strettamente crescente. Ne segue allora che f
e invertibile.

e Viceversa ¢ falso che una funzione invertibile sia strettamente monotona. Infatti

Esempio 15.2. Sia

-+ 1 per z€[0,1]
f(x)_{x per z € (1,2]

Questa funzione ¢ invertibile (la sua inversa e sé stessa), ma (come si osserva anche se si
disegna il suo grafico) non ¢ monotona.

e Tuttavia se una funzione e invertibile e monotona allora essa é strettamente monotona.
Infatti se la funzione invertibile f & ad esempio decrescente, da x1 < x5 segue che f(x;) >
f(z2). Se fosse f(x1) = f(z2), dall'iniettivita di f, si dovrebbe avere x; = x5 che non
accade. Dunque ¢ f(x1) > f(x2). La medesima conclusione si ottiene se si assume f
crescente.

Proposizione 15.1. Una funzione f : D(f) — R ¢ decrescente se e solo se per ogni
x1, T3 € D(f), 1 # x2, €

f(l’l) - f(Iz)

T1 — T2

(15.1) <0.

Dimostrazione. Senza perdere di generalita si puo assumere che sia r; < 5. Se f e
decrescente allora f(x1) > f(z2) da cui segue che

f(x1) — f(z2)

Ty — T2

<0.

Viceversa se vale la (15.1) allora puo essere:

{f(xl) — f(x2) >0 {f(:vl) — f(22) <0
oppure

T — 22 <0 Ty — Ty >0

cioe
f(z1) > f(xs) per r1 < xo
oppure
flz1) < f(xg) per xy > Iy .
In ogni caso questo significa che f e decrescente. U

Risultato analogo a questo si ottiene rispettivamente anche per le funzioni strettamente
decrescenti, per le funzioni crescenti e per quelle strettamente crescenti dove, nella (15.1),
si ponga rispettivamente “<” | “>7 e “>7.

16. LIMITE DI UNA FUNZIONE

16.1. Limite del tipo lim f(z).

T—T0



36 Elisabetta Barletta

Definizione 16.1. Sia f : D(f) — R illimitata e sia g € D(f)’ un punto di accumu-
lazione del dominio. Si dice che il limite di f(x) per x tendente a xo é 0o e si scrive

(16.1) lim f(x) =00

T—TQ

se per ogni M > 0 esiste un intorno I(zg,05r), con dy; dipendente da M, tale che, per
ogni z € (D(f) N I(zo,0n)) \{zo}, si abbia |f(z)] > M.

e Questo equivale ad avere che per ogni M > 0 esista dy; > 0 tale che, per ogni z € D(f),
con 0 < |x — x| < O, sia | f(x)] > M.
In modo analogo

Definizione 16.2. Se f ¢ illimitata inferiormente e zo € D(f)" ¢ un punto di accumu-
lazione del dominio, allora si dice che il limite di f(x) per x tendente a xo ¢ —o0 e si
scrive
(16.2) lim f(z) = —o0

T—T0
se per ogni M > 0 esiste un intorno I(zo,8y) tale che, per ogni z € (D(f) N I(zo,0nr))\
{z0}, si abbia f(x) < —M.
Se f & illimitata superiormente e o € D(f)" € un punto di accumulazione del dominio,
allora si dice che il limite di f(z) per x tendente a xog é 400 e si scrive
(16.3) lim f(z) =400

T—T0
se per ogni M > 0 esiste un intorno I(zg, dy) tale che, per ogni z € (D(f) N I(zo,0nm))\
{zo}, si abbia f(x) > M.

e Questo equivale ad avere che per ogni M > 0 esiste d,; > 0 tale che, per ogni x € D(f),
con 0 < |z — x| < 0, sia nel primo caso f(x) < —M, mentre nel secondo sia f(z) > M.

1
Esempio 16.1. Sia f(z) = — per x € (—00,0). Allora
T

1 1 1
Infatti M>0e—-<-M —r = |r| < — 10 Oy = —.
nfatti per &~ per —z = |z| 3 Percid on = o+

1
In modo analogo per f(x) = — per x € (0, +00), si ha
T

1
lim — = 400 .
z—0

Definizione 16.3. Sia f : D(f) — R limitata e sia 2y € D(f)’ un punto di accumulazione
del dominio. Si dice che il limite di f(z) per x tendente a o é £ € R e si scrive

(16.4) lim f(z) =4¢

T—T0

se per ogni intorno (¢, ¢) esiste un intorno I(xg, d.), con J. dipendente da ¢, tale che, per
ogni z € (D(f) N I(xo,0:))\{zo}, si abbia f(z) € I(¢,¢).
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e Questo equivale ad avere che per ogni € > 0 esiste d. > 0 tale che, per ogni = € D(f),
con 0 < |z —xo| <6, sia |f(x) — 4] <e.
Ad esempio se f(z) = x? allora lin% 2? = 1: infatti per ogni ¢ > 0 da |22 — 1| < ¢ basta
T—r
€
prendere o, = 3

e Se vale la (16.1) o una delle (16.2), (16.3) allora si dice che il limite della f, per x
tendente a zy, esiste infinito, mentre se vale la (16.4) si dice che il limite esiste finito.

Si vedra adesso il collegamento tra il limite di una funzione e le successioni o meglio come
si esprime il concetto di limite per una funzione mediante le successioni.

Teorema 16.1. Sia f: D(f) — R una funzione e sia xy € D(f)'. Allora

(i) lim f(x) = oo se e solo se per ogni successione {a, tnen € D(f)\{zo} convergente
T—T0
a xg si ha lim f(a,) = oo;
n—oo

(ii) lim f(z) = £oo se e solo se per ogni successione {an}nen € D(f)\{zo} conver-
T—T0

gente a xy si ha lim f(a,) = +oo;
n—oo

(iii) lim f(z) = ¢ se e solo se per ogni successione {a,}nen C D(f)\{x0} convergente
T—T0

axo si ha lim f(a,) = L.
n—o0

Dimostrazione. Si supponga che lim f(x) = oo; allora per ogni M > 0 esiste dp; > 0
T—T0
tale che per ogni x € D(f), con 0 < |z — x| < dpr, si abbia |f(z)| > M. Poiché lim a, =
n—oo
xg, in corrispondenza a 0y esiste ny; € N tale che per n > ny sia 0 < |a, — xo| < dpr €

dunque |f(a,)| > M per n > ny. Questo implica lim f(a,) = cc.
n—o0

Viceversa, si assuma che lim f(a,) = oo per ogni successione {a,}tnen € D(f)\{z0}
n—oo

convergente a zy e per assurdo si supponga che il limite lim f(z) non sia co. Allora
T—T0

esiste M > 0 tale che per ogni § > 0 esista un as € D(f), con 0 < |ag — xo| < 0, per cui
|f(as)| < M. In particolare questo accade per § = —, per ogni n € N\ {0}, e dunque si
n
~ - 1
ottiene una successione {ay fnem (03 € D(f) con 0 < [a, — x| < —.
n
E ovvio che questa successione converge a z, ma tuttavia |f(a,)| < M, per ogni n €

N\ {0}, e questo nega che sia lim f(a,) = oo. Pertanto deve essere lim f(z) = oco.
n—00 T—xo

In modo analogo si prova la (ii).
Per la (iii) se lim f(z) = ¢ si ha che per ogni € > 0 esiste §. > 0 tale che, per ogni
Tr—xQ
x € D(f), con 0 < |z — x| < I, si abbia |f(zx) — ¢| < e. Sia {ay}neny € D(f)\{z0} una
successione convergente a xg. In corrispondenza a ¢, esiste n. € N tale che, per n > n.,
sia 0 < |a, — xo| < 0 e quindi per n > n. sia |f(a,) — ¢| < € da cui segue lim f(a,) = /.
n—oo
Viceversa se vale lim f(a,) = ¢ per ogni successione {a, tnen € D(f)\ {20} convergente
n—oo

a o e per assurdo si assume che non sia lim f(z) = ¢, allora esisterebbe € > 0 tale che,
T—T0
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per ogni § > 0, esisterebbe un as € D(f), con 0 < |as — zo| < 9, per cui |f(as) — ¢| > €.
In particolare questo varrebbe per 6 = —. Procedendo come
n

nella dimostrazione fatta sopra, si avrebbe una successione {Zin}neN\{o} tale che
| f(@,)—¥| > € che nega il fatto che debba essere lim f(a,) = ¢ . Pertanto ¢ lim f(z) = ¢.
n—oo

T—xQ
U

Il teorema appena enunciato e utile soprattutto per dimostrare la non esistenza di un
limite come si osserva dal seguente

Esempio 16.2. lim cos — e lim sin — non esistono.
x—0 €T x—0 X

1 - .
Infatti posto f(x) = cos —, basta considerare le successioni convergenti a 0
x
1

{an}nEN\{O} e {by}nen , con a, = o b, = m per avere
lim f(a,) = lim cos2nmt =1 , lim f(b,) = lim cos(2n + 1)mr = —1.
n—o00 n—o00 n—00 n—o00

1
Dal Teorema 16.1 precedente dunque non puo esistere il hH(l) cos —.
T— €T

1 . : -
In modo analogo posto f(z) = sin —, se si considerano le successioni {a, nen € {by }nen,
x

2 2 .
cona, =———,b,=———5siha
(Adn+ 1)m (4n — V)7

4 1 dn —1
lim f(a,) = lim sin( n2—i— 7r) =1, lim f(b,) = lim sin( n2 7r) =-1.

n—oo n—o0 n—oo n—o0

Proposizione 16.1 (criterio di Cauchy). Condizione necessaria e sufficiente affinché
esista finito

lim f(z)

T—T0

é che per ogni e > 0 esista 0. > 0 tale che, per ogni x1, x2 € (D(f) N 1(z0,6.))\{zo}, si
abbia

(16.5) |f(x1) — flzo)| < €.

Dimostrazione. La condizione ¢ necessaria: infatti se lim f(z) = ¢, ¢ € R, allora per
T—rT0

ogni € > 0 esiste 0. > 0 tale che, per ogni 1,25 € (D(f) N I(z0,0.)) \{zo}, si
abbia |f(z1) — £ < % e |f(z2) — €] < % Dunque
[f (1) = f(@2)] < |f (1) = L] + [f(22) — €] <.

La condizione ¢ sufficiente: infatti supponiamo che valga la condizione di Cauchy (16.5)

ma che non esista finito il limite di f(x) per « tendente a z,. Dal Teorema 16.1 esiste una

successione {a, }neny C D(f) convergente a z tale che lim f(a,) non esista finito. Questo
n—oo

significa che la successione {f(ay,)}neny non ¢ di Cauchy e dunque esiste € > 0 tale che,
per ogni n € N\ {0}, esistono m,p € N\{0}, con m,p > n, tali che |f(a,) — f(a,)| > €.
Questo nega la condizione di Cauchy (16.5).
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Esercizio 16.1. Usando la definizione provare che:

(i) limsinz =0, limcosz =1 e da essi ricavare che
z—0 z—0

39

lim sinx =sinzg , lim cosx = cosz ;
T—x0 T—T0

lima® =1, pera>0,a+#1, e ricavare che
z—0

lim a® = a™
Tr—T0

, a>0,a#1;
lixr%logaxzo ,pera >0, a+# 1, e ricavare che
z—

lim log,z =log, o , @>0,a#1;
T—T0

limz® =1, per ogni a € R, e ricavare che
rz—1

lim 2% = zj
Tr—xTQ

, YaelR.

16.2. Limiti del tipo lim f(z), lim f(z).
T—+00 x—rF00

Definizione 16.4. Sia f : D(f) — R una funzione per cui D(f) = R.

(1)

(iii)

(iv)

Se R(f) = R si dice che il limite di f(x) per x tendente a 0o € oo e si scrive
lim f(z) = o0
T—r00

se per ogni M > 0 esiste xp; > 0 tale che, per ogniz € D(f), con |z| > z), si
abbia |f(x)| > M.

Se il codominio non & limitato inferiormente si dice che il limite di f(x) per x
tendente a 0o € —o0 e si scrive

lim f(z) = -0

T—r 00
se per ogni M > 0 esiste xp; > 0 tale che, per ogni z € D(f) con |x| > xp, si
abbia f(x) < —M.
Se il codominio non e limitato superiormente si dice che il limite di f(x) per x
tendente a co € 400 e si scrive

lim f(z) =400

T—00
se per ogni M > 0 esiste x3; > 0 tale che per ogni = € D(f), con |z| > xy, si
abbia f(z) > M.

Se il codominio ¢ limitato si dice che il limite di f(z) per x tendente a 0o é { e si
scrive

lim f(z) =/
T—>00
se per ogni € > 0 esiste z. > 0 tale che, per ogni € D(f) con |z| > x., si abbia

|[f(x) = f] <e.

In modo analogo

Definizione 16.5. Sia f : D(f) — R una funzione il cui dominio D(f) sia illimitato
inferiormente.
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(i)

(iii)
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Se R(f) = R si dice che il limite di f(x) per x tendente a —oo € oo e si scrive
lim f(x) =00
Tr—r—00

se per ogni M > 0 esiste x); > 0 tale che, per ogni = € D(f), con z < —xyy, si
abbia |f(x)| > M.
Se il codominio non ¢ limitato inferiormente si dice che il limite di f(x) per x
tendente a —o0 € —0o0 e si scrive
se per ogni M > 0 esiste x); > 0 tale che, per ogni z € D(f), con x < —xyy, si
abbia f(z) < —M.
Se il codominio non ¢ limitato superiormente si dice che il limite di f(x) per x
tendente a —oo € +00 e si scrive
lim f(x)=+o0

Tr——00
se per ogni M > 0 esiste x); > 0 tale che, per ogni = € D(f), con z < —xyy, si
abbia f(x) > M.
Se il codominio ¢ limitato si dice che il limite di f(x) per x tendente a —oc ¢ { e
si scrive

lim f(x)=1/

T—r—00

se per ogni € > 0 esiste x. > 0 tale che, per ogni = € D(f), con x < —x., si abbia
|f(x) =4 <e.

In modo del tutto simile

Definizione 16.6. Sia f : D(f) — R una funzione il cui dominio D(f) sia illimitato
superiormente.

(i)

(iii)

Se R(f) = R si dice che il limite di f(x) per x tendente a +00 é 0o e si scrive

se per ogni M > 0 esiste zp; > 0 tale che, per ogni z € D(f), con x > ), si
abbia |f(x)| > M.
Se il codominio non ¢ limitato inferiormente si dice che il limite di f(z) per x
tendente a +00 € —o0 e si scrive

li = —
se per ogni M > 0 esiste zp; > 0 tale che, per ogni z € D(f), con x > xy, si
abbia f(z) < —M.
Se il codominio non ¢ limitato superiormente si dice che il limite di f(z) per x
tendente a +00 € 400 e si scrive

lim f(z)=+oc0

r—+00

se per ogni M > 0 esiste zp; > 0 tale che, per ogni z € D(f), con & > xy, si
abbia f(x) > M.



IIT - Generalita di una funzione scalare di una variabile reale 41

(iv) Se il codominio e limitato si dice che il limite di f(x) per x tendente a 400 é { e

si scrive
li =
L ) =4
se per ogni € > 0 esiste z. > 0 tale che, per ogni x € D(f), con z > x., si abbia
[f(z) =] <e.

Per i limiti lim f(z) e lirf f(x) valgono gli analoghi del Teorema 16.1, Cap. III, e cioe
Tr—00 T—>T00

Teorema 16.2. Sia f: D(f) — R una funzione. Allora
[. lim f(x) = oo se e solo se per ogni successione {a,}nen C D(f) divergente a 0o
27;10(1 che lim f(a,) = oco.
II. lim f(x) nzﬁz:ooo se e solo se per ogni successione {a, tnen € D(f) divergente a oo
Zﬁfa che lim f(a,) = £o0.
II. lim f(x) 7:ZOse e solo se per ogni successione {a,}nen C D(f) divergente a oo si
zzOZhe 7}1_)11;0 fla,) =¢.

Teorema 16.3. Sia f : D(f) — R una funzione. Allora

L. liI:EI f(z) = oo se e solo se per ogni successione {an}tnen C D(f) divergente a
T—>1T00

+00 si ha che lim f(a,) = co.
n—oo

I1. liI:El f(z) = £oo se e solo se per ogni successione {a,}nen C D(f) divergente a
T—r 00

+00 si ha che lim f(a,) = £oo.
n—oo
I11. liril f(z) = se e solo se per ogni successione {a,tnen C D(f) divergente a +oo
T—r 00

si ha che lim f(a,) = (.

n—00

Inoltre si hanno, similmente alla Proposizione 16.1, Cap. III, i criteri di Cauchy

Proposizione 16.2. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista finito

lim f(x)

T—00

¢ che per ogni € > 0 esista x. > 0 tale che, per ogni x1, x5 € D(f), con |x1| > =z,
|za| > 2., si abbia

|f(z1) = f(z2)| <€ .

Proposizione 16.3. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista finito

lim f(z)

T—r—00

¢ che per ogni € > 0 esista x. > 0 tale che, per ogni x1,x9 € D(f), con x1,x9 < —x¢, Si
abbia

|f(z1) = f(z2)| <€ .
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Proposizione 16.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista finito

lim f(x)

r—r-+00

¢ che per ogni € > 0 esista x. > 0 tale che, per ogni x1,x5 € D(f), con x1,xs > e, Si
abbia

[f (1) = flz2)] <&

Esercizio 16.2. Usando la definizione provare che

. +oo , se 0<a<l1
lim a® =
T——00 , se a>1,
) 0 , se 0<axl
lim o =
T—+00 400 , se a>1.
) —o00 , se 0<a<l1
lim log, x =
T—r+00 400 , se a>1.

) +oo , se a>0
lim z% =
T—+00 0 se a<0.

Esercizio 16.3. Usando il Teorema 16.3, provare che

1" IR
(16.6) lim (1 + —) = lim <1 + —) =e;
Tr——+00 €T T—r—00 T
(16.7) lim z'/*=1.
T—+00

16.3. Operazioni con i limiti. Rispetto alle operazioni di prodotto per scalari, somma,
prodotto e quoziente di funzioni, 'operazione di limite si comporta nel modo seguente:

Proposizione 16.5. Siano A € R e f : D(f) = R, g : D(g9) — R due funzioni con
D(f) =D(g) = D; sia xg € D'.

Se lim f(x) e lim g(z) esistono finiti allora
T—T0 T—TQ

lim (A\f)(z) = A lim f(z);

Jim (f +g)(2) = lim f(z) + lim g(z);
Jim (fg)() = (lim f(2))(lim g(z)).
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Se g(x) #0 e lim f(x), lim g(z) esistono finiti e non nulli allora
Tr—T0

AV S
xlggo (E) (z) = lim g(z)

T—T0

Analoghe proposizioni valgono anche per i limiti lim f(z) e lim f(x). Per la loro
T—00 T—Fo00

dimostrazione basta usare le definizioni.
Se uno almeno dei due limiti lim f(z), lim g(z) & nullo oppure esiste infinito (ugual-
T—T0 T—T0

mente anche nei casi lim f(z) e hril f(z)) allora valgono, per le operazioni con i limiti
T—00 T—r 00
di funzioni, risultati simili a quelli visti per le operazioni con i limiti di successioni nelle
Proposizioni 3.5 e 4.1.
Quindi anche per i limiti di funzioni si hanno le forme indeterminate “co — c0”, 0 - 00”,
00 0

13 b “_»

o0 0
16.4. Alcune proprieta dei limiti.

Teorema 16.4 (della permanenza del segno). Se lim f(x) = ¢ < 0 oppure se
T—T

lim f(z) = —oco allora esiste un intorno I(zo,r) tale che, per ogni x € (D(f) N1 (zg, 7))\

{z0}, sia f(x) <0

Se lim f(z) = ¢ > 0 oppure se lim f(x) = +oo allora esiste un intorno I(xo,r) tale
T—TQ T—T0

che, per ogni x € (D(f) N 1(zo,7))\{z0}, sia f(z) >0

Dimostrazione. Sia xlgg f(z) = € R, £ < 0; dalla definizione di limite, per € = |{|,
esiste §. > 0 tale che, per0 ogni z € (D(f) N I(xo,0:))\{zo}, si abbia f(z) € I((,](]) e
percio ¢ — |¢] < f(x) <+ (| =0—{=0.
In modo analogo si procede se ¢ > 0.
Se lim f(z) = —oc allora f(z) < —M per ogni M > 0e z € (D(f) N I(zo,drm))\ {0},

T—TQ

per un certo dyr > 0, ed ¢ ovvio che f(z) < 0.

Similmente si procede se lim f(z) = +oo. O
T—rT0

In modo analogo si dimostra che:

e Se lim f(x) =¢ < 0 oppure se lim f(x) = —oo allora esiste v > 0 tale che, per

Tr—r00 Tr—r00
ogni x € D(f), con |x| > r, sia f(z) <O.
Se lim f(x) =€ > 0 oppure se im f(x) = 400 allora esiste r > 0 tale che, per
T—r00
ogni © € D(f), con |z| > r, sia f(x) > 0.

e Se lim f(z) =4 <0 oppure se lim f(z —o00 allora esiste r > 0 tale che,
T——00 T——00

) =
per ogni x € D(f), con x < —r, sia f(z) < 0.
Se lim f(x) =€ > 0 oppure se hm f(x) = +oo allora esiste r > 0 tale che,
T——00
> 0.

per ogni x € D(f), con v < —r, sia f( ) >
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e Se lim f(z) =4¢ <0 oppure se lim f(x) = —o0 allora esiste r > 0 tale che,
T—+00 r—r+00

per ogni x € D(f), con x > r, sia f(z) <O0.
Se lim f(xz) = ¢ > 0 oppure se hIJ{l f(z) = 400 allora esiste r > 0 tale che,
T—>+00

T—r+00

per ogni x € D(f), con x > r, sia f(z) > 0.

Proposizione 16.6. Siano f : D(f) = R, g : D(g9) = R con R(f) = D(g) e sia
I lim f(x) =y € D(g9)" oppure 1. lim f(z) = +oo. Allora
T—x0 T—T0
[. lim(gof)(z)=limg(y) , I lim(go f)(x)= lim g(y).

T—x0 Y—Yo T—x0 y—r+oo

Dimostrazione. Caso 1. Sia yy € D(g)’, allora per ogni o > 0 esiste J, > 0 tale che,
per ogni x € D(f), con 0 < |z — x9| < d,, si abbia |f(z) — yo| < o. Si supponga
che lim g(z) = ¢ € R; per ogni € > 0 esiste 7. > 0 tale che, per ogni y € D(g), con

Y—Yo

0 < |y — yo| < e, si abbia |g(y) — ¢| < e. In corrispondenza a 7. esiste allora 6, = d. > 0
tale che, per ogni x € D(f), con 0 < |xr — x| < ., si abbia |f(z) — yo| < 7., e poiché
F(w) € Dlg), se f(z) # yo, questa implica |(g o £)(x) — | = lg(f(z)) — €] < = per ogni
r€D(f)=D(go f), con 0 < |x —z¢| <, ie. lim(go f)(z) ="

T—T0

Se invece lim g(x) = +oo allora per ogni M > 0 esiste 1y, > 0 tale che, per ogni
Y—Yo

y € D(g), con 0 < |y — yo| < mas, si abbia g(y) > M. Ripetendo il ragionamento fatto
sopra, in corrispondenza a s si ha che esiste dy; > 0 tale che, per ogni x € D(f), con
0 < |x — zo| < s, siabbia (go f)(x) > M, ie. lim (go f)(z) = +oo.

T—T0

Similmente si procede se lim g(x) = —o0.
Y—Yo

Caso II. Se lim f(x) = +o0 allora R(f) = D(g) ¢ illimitato superiormente. Inoltre per

T—rx0
ogni M > 0 esiste dpy > 0 tale che, per ogni z € D(f), con 0 < |z — xo| < Iy, sia
flz) > M. Se liin g(x) = ¢ allora per ogni ¢ > 0 esiste y. > 0 tale che, per ogni
y—+00

y € D(g), con y > ¥, si abbia |g(y) — ¢| < €. In corrispondenza a y. esiste dunque
dy. = 6 > 0 tale che, per ogni x € D(f) =D(go f), con 0 < |z — zo| < 0., sia f(z) > y:
da cui segue [(go f)(x) — €] = |g(f(x)) —¢| < e,ie. lim(go f)(x) =L

T—T0

In modo simile si procede se liIJP g(x) = £oo.
y——+o0

Se lim f(x) = —oo allora R(f) = D(g) ¢ illimitato inferiormente. Inoltre per ogni
T—T0

M > 0 esiste d); > 0 tale che, per ogni x € D(f), con 0 < |z — x| < dpr, sia f(z) < —M.
Se lim g(xz) = ¢ allora per ogni € > 0 esiste y. > 0 tale che, per ogni y € D(g), con
Yy——00

y < —Ye, si abbia |g(y) — ¢| < e. In corrispondenza a y. esiste dunque 9,, = d. > 0 tale
che, per ogni x € D(f) = D(go f), con 0 < |z — x| < 0, sia f(x) < —y. da cui segue
(90 £)(&) — ) = lg(F(x) 1] <=, e im (g0 F)(a) = £

In modo simile si procede se lim g(x) = 0. 0
Yy——00
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16.5. Alcuni limiti notevoli.

Proposizione 16.7.

. sinz
(16.8) lim =1.
x—0 I
Dimostrazione.
2
)
1 —
AN C
AH=AH=|sin x|
CB=C'B=|tan x|
. X
2 A1 ¢« [H]B 2
—~— AI C
T
)
2

Poiché x # 0 € in un intorno di xo = 0, si puo assumere, senza perdere di generalita,
. 7T . c e . .
che sia 0 < |z| < 3 In un sistema di riferimento cartesiano {O, x, y},
sia r la semiretta uscente da O che forma con ’asse delle ascisse I’angolo x: essa incontra

la circonferenza di centro O e raggio 1 in un punto A. Sia B il punto dell’asse delle ascisse
dove la circonferenza incontra tale asse. Allora I’area del triangolo OB A

sin x x
e | 5 | ed e minore dell’area del settore circolare OBA che & %, cioe |sinz| < |z|.
L’area del triangolo OBC, per C' punto d’intersezione della semiretta r con la retta

tanx
tangente in B alla circonferenza unitaria, e |2—| ed ¢ maggiore dell’area del settore

circolare O BA; dunque si ha:

|sinz| < |z| < |tan x|

da cui
1 1 1
YR —
|[tanx| = |x| ~ |sinz|
Moltiplicando per |sin x| si ha
sin
|cos x| < <1.
x
Poiché 0 < |z| < g allora cosz > 0 e ot > 0, dunque
x
cosx —1< Sl”—lgo
x
da cui
- 2
ST < |1 —cosx| =2 sin2£‘ < ﬂ )
x 2 2
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Se per € > 0 si prende §. = v/2¢ allora per |z| < 0. si ha

sin x
-1

<eg.

T

e Come conseguenza di questa proposizione si ottiene che

1 —coszx 1

Iy = 5
Infatti 1 — cos z = 2sin? g da cui
sin? = 2
. l—cosz 1 9 1., sin“y 1
11m—2:1m— —= =zl I
z—0 €T z—0 2 (z) 2 y—0 y2 2
2

dove si e posto y = L )
Y73

Si dimostrano inoltre le seguenti proposizioni (cfr. Proposizione 16.6).

Proposizione 16.8. Siano f: D(f) — RT\{0}, xo € D(f) ea >0, a # 1.

Se lim f(x) esiste finito e positivo allora
Tr—T0

lim log, f(x) = log, (lgn f(a:)) :

T—rT0

Se lim f(x) =400 allora

Tr—x0

-0 se O<ax1

lim lo T) =
T—I0 gaf() {+oo se a>1.

Proposizione 16.9. Siano f: D(f) - RT\{0}, D(f) CRea>0,a#1.

Se lim f(z) esiste finito e positivo allora
T—r00

lim log, f(x) = log, (h_}m f(x)) :

T—00

Se lim f(x) = +oo allora

T—00

lim log, f(x) =
Tr—00

-0 se O<axl1
+00 se a>1.

I risultati delle Proposizioni 16.8 e 16.9 si esprimono informalmente dicendo che “il limite
del logaritmo e il logaritmo del limite”.

Proposizione 16.10. Siano f: D(f) = R, 20 € D(f) ea >0, a # 1.
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Se lim f(x) esiste finito allora
T—xQ

lim a/®) = aml_i{gof(m) ‘
T—T0

Se lim f(x) = —o0o allora
Tr—x0

lim /@ =
T—T0

+o00 se O<ax1
0 se a>1.

Se lim f(x) =400 allora

Tr—xQ

lim af® =
T—T0

0 se O<axl1
+o00 se a>1.

Proposizione 16.11. Siano f : D(f) = R, D(f) CR ea >0, a#1.

Se lim f(z) esiste finito allora
T—00

lim of ®) = awli{gof(m) )
Tr—r00

Se lim f(z) = —oo allora
Tr—00

lim /@ =
r—00

+o0o se O<ax1
0 se a>1.

Se lim f(x) = +o0o allora

T—00

lim of® =
Tr—r00

0 se O<axl1
+o00 se a>1.

16.6. Limiti laterali. Siano f : D(f) — R e A C D(f); indichiamo con f4 : A — R
la restrizione di f ad A, ie. fa(x) = f(x) se x € A. Se xy € A" allora xy € D(f) e si

verifica facilmente che se lim f(z) = ¢ allora ¢ anche lim fu(x) = /.
T—x0 T—T0

Il viceversa e falso. Ad esempio per la funzione
{—1 , per x <0

1 , per ©>0,

fz) =

si consideri A = (—o00,0) C R\{0} = D(f). Sihache fa(x) = —1 e quindi lin% falz) = -1,
T—

mentre lim f(z) non esiste perché considerate le successioni
z—0

1 1 1
{——Jtnemqoy € {=}nem oy, si avrebbe f(——) = —1e f(—) =1 per cui la successione
n n n

1 1
{f(==)}nem oy sarebbe convergente a —1, mentre la successione { f(—)}nen sarebbe con-
n n

n

vergente a 1.
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Sia xy € D(f)’; si ponga
D(f), == D(f) N (=00,20]  D(f)ys = D(f) A [0, +50) .
Definizione 16.7. Si chiama limite laterale sinistro di f(x) per x tendente a xq e si scrive

lim f(z)

T
il limite
li .
Jim fo, ()
Si chiama limite laterale destro di f(x) per x tendente a xq e si scrive

lim f(z)

ZL'—>1'0
il limite
li .
Proposizione 16.12. Sia xg € D(f)'. Allora lim f(z) = ¢ se e solo se lim f(x) =

T—x0 =T
lim f(x)=~¢.
x%a:g

Dimostrazione. La parte necessaria della proposizione e vera per quanto osservato
all’inizio di questo Paragrafo.
Per la parte sufficiente se lim f(x) = ¢ allora per ogni ¢ > 0 esiste 0. > 0 tale che,
T

per ogni x € D(f),-, con 0 < |x — x| < ., si abbia |fpy _(x) — €] < ¢, cioe, per
*o

Ty )

g — 0L < x < x, si ha |f(z) — | <e.

In modo simile se 1im+ f(z) = £, per lo stesso € > 0 esiste 07 > 0 tale che, per ogni
(E—)fEO

x € D(f)yz, con 0 < |z —wo| < &7, siabbia |fpi (x)—{] <e, clot, per g < x < xo+0,
%o
si ha |f(x) — ¢ < e. Si prenda allora 0. = min{d., §”}: per ogni z € D(f), con

0 < |z —zg| <, siha|f(x)—{] <eecioe lim, ., f(z) =", O
Esercizio 16.4. (i) Usando la definizione, provare che
+oo se 0<a<1
lim log, x =
z—0+ —00 se a>1.

ii) Usando la Proposizione 16.12 precedente e 'Esercizio 16.3 provare che

lim(1+2)* =e.
z—0

Osservazione 16.1. (a) Una semplice applicazione della Proposizione 16.8 e dell’E-
sercizio 16.4 danno

(16.9) lim 1080 (1 +2)
s

z—0

=log,e , Va>0,a#1.
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(b) Dalla (16.9) segue che

r 1
(16.10) lim &

z—0 x

=loga , Va>0,a#1.

Infatti per la (a)

lim log, (1 + x)

— T 1/90: 1/x _
lim == lim log, (1 + ) log, (Lim (1 +x)"/*) = log, e .

li
z—0

Per la (b) si consideri la funzione

o) = ———
log, (y +1)
definita per y > —1. Allora
1 1
li = li = =1 .
ylg%g(y) Y0 log,(14+y)'/v  log,e e a
Per f(z) = a® — 1 si ottiene
f(x) a® —1

(go f)x) = g(f(x))

dunque dalla Proposizione 16.6

a® —1

lim =lim(go f)(x) = %g%g(y) =loga .

z—0 €T z—0

Per le funzioni monotone il calcolo dei limiti e ricondotto a determinare degli estremi e
precisamente si dimostra

Proposizione 16.13. Sia f : D(f) — R una funzione decrescente o strettamente decre-
scente. Se xo € D(f)' _ allora
Zo

lim f(x)= inf f,

) ﬁeD(f)xO—

se xg € D(f) 1 allora

+
Zo

lim f(z)= sup f.

z—ag 2€D(f) 4

Analogamente, sia f : D(f) — R una funzione crescente o strettamente crescente. Se
xo € D(f) _ allora
Zo

lim f(z)= sup f,

) 2eD(f),
0

se xg € D(f) 1 allora
%o
lim f(x) = inf
T f< ) xeD(f)Ia—

+
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17. INFINITESIMI ED INFINITI
17.1. Infinitesimi.

Definizione 17.1. Una funzione f : D(f) — R si dice infinitesima o un infinitesimo per
x tendente a xp € D(f) se
lim f(z) =0.

T—T0

Siano f, g due infinitesimi per x tendente a zo € D(f) N D(g)’. Se

(0 #£0 , f,g sono infinitesimi dello stesso ordine
y () 0 , [ ¢&un infinitesimo di ordine superiore a ¢
ILI?O m - 00 , f € un infinitesimo di ordine inferiore a ¢
| non esiste f e g mnon sono confrontabili .

Due infinitesimi dello stesso ordine si dicono confrontabili. In tal caso di scrive® f = O(g)
o anche g = O(f). Se invece f ¢ un infinitesimo di ordine superiore a g (ovvero g ¢
un infinitesimo di ordine inferiore a f) si scrive® f = o(g); equivalentemente se g ¢ un
infinitesimo di ordine superiore a f (ovvero f ¢ un infinitesimo di ordine inferiore a g) si
scrive g = o(f).

Tra tutti gli infinitesimi per x tendente a zy c¢’e I'infinitesimo fondamentale

P (T) =T — T ;
si dice allora che un infinitesimo f(x) per x tendente a xy ¢ di ordine a > 0 se ¢ con-
frontabile con ¢, (), ovvero se

lim 25 sy
z—zo (T — x9)®
Definizione 17.2. Una funzione f : D(f) — R si dice infinitesima o un infinitesimo per
x tendente a —oo oppure per x tendente a +oo se
lim f(z) =0 oppure lim f(z)=0.
T——00 T—+00
Si definiscono, cosi come fatto sopra per gli infinitesimi per x tendente a x, gli ordini

di due infinitesimi di questo tipo e valgono le stesse considerazioni e scritture. In questo
caso, pero, I'infinitesimo fondamentale ¢

1 1
w(:p):ﬂ per x — —o0o0 , Y(xr)=— perxz — +o0,
x x
pertanto per decidere 'ordine di un infinitesimo per x tendente a Foo, il confronto va
fatto con le potenze di ordine o > 0 di tali funzioni test. Si parla anche di infinitesimi

per z tendente a x; e per z tendente a z .

5Si legge ” f& un o grande di g”.
6Si legge ” f & un o piccolo di ¢”.
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Esempio 17.1.
(i) f(x) = sinz ¢ un infinitesimo del primo ordine per z tendente a 0 (cfr. Propo-
sizione 16.7). Di conseguenza
(ii) f(z) =1 — cosz ¢ un infinitesimo del secondo ordine per = tendente a 0.
(iii) f(z) = tanx ¢ un infinitesimo del primo ordine per x tendente a 0. Infatti
t I 1 1 1
lim == — lim :(MHmw><Mn >:1.

z—0 X z—0 X CcCOoS T z—0 X z—0 COS &

(iv) Diversa & la situazione per la funzione
() = sin -
r) = xrsin—
x

quando x tende a 0. Infatti si ha:

lim L — limz!'™%sin - =
z—0 T z—0 €T

o1
X sm — 1 {0 per 0 <a<1

non esiste per a>1.

(v) f(z) =a”, per 0 < a < 1, ¢ infinitesima per z tendente a +00 e si ha a” = O(E)

per ogni o > 0. Infatti se 0 < a < 1 allora

lim n%a™ = lim
n—oo n—oo

Ne segue che lim z“%a” = 0, per ogni a > 0.
r—r+00

Senza precisare ulteriormente il comportamento della variabile x, diamo la seguente

Definizione 17.3. Due infinitesimi f, g si dicono equivalenti se la loro differenza h = g— f
e un infinitesimo di ordine superiore sia ad f che a g, i.e.

h=o(f) e h=olg).

In tal caso si scrive f ~ g.

Osservazione 17.1. Con le notazioni precedenti, se h = o( f) allora ¢ anche h = o(g), e
viceversa, se h = o(g) allora ¢ anche h = o(f).
Infatti assumendo che ad esempio f, ¢ siano infinitesimi per = tendente a z, se h = o(f),

si ha
h
Coha) b h(@)/f()
P g(z) e F@) + h(z) 2w T+ h(a) /(@)
Se invece h = o(g) basta considerare che f(x) = g(x) — h(x) e procedere come prima.
Analogamente si opera per x — to0.

=0.



52 Elisabetta Barletta
Si dimostra che se f, g sono infinitesimi per x tendente a z, allora
f~g9g <= lim —/——==1

e analoga equivalenza si ha per x — 4o0.
17.2. Infiniti.

Definizione 17.4. Una funzione f : D(f) — R si dice un infinito per x tendente a
xog € D(f) se

lim f(z) =00

T—xT0

Siano f, g due infiniti per x tendente a zo € D(f) N D(g)’. Se

(0 #0 . f,g sono infiniti dello stesso ordine
0 , [ € un infinito di ordine inferiore a g¢
lim 1) _ )
w0 g(x) 00 , [ € un infinito di ordine superiore a g
| non esiste , f e g non sono confrontabili .

Due infiniti dello stesso ordine si dicono anche confrontabili.
Tra tutti gli infiniti per x tendente a xy c¢’e I'infinito fondamentale

1
Dy (1) = Z— o ;

si dice allora che un infinito f(z) per x tendente a x ¢ di ordine o > 0 se ¢ confrontabile
con @, (z)*, ovvero se

lim ﬂ: lim (z — )" f(z) =L #0.

Tr—TQ 1 Tr—IQ

(x — x0)®

Definizione 17.5. Una funzione f : D(f) — R si dice un infinito per = tendente a —oo
oppure a +oo se
lim f(z) =00 oppure lim f(z)=o00.
T——00 T—+00
Anche in questi casi si definiscono gli ordini di due infiniti e valgono le stesse consider-

azioni fatte sopra per gli infiniti per x tendente a xy. Tuttavia in questo caso 1'infinito
fondamentale ¢ la funzione

U(z) =|z| per + - -0 , V(x)=2xz per x — +00

e pertanto, per decidere 'ordine di un infinito per = tendente a Foo, il confronto va fatto
con le potenze di ordine v > 0 di tali funzioni test.
Analoghe definizioni di infinito si danno per z tendente a z§ e per = tendente a z; .
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Esempio 17.2.
(i) Un polinomio nella variabile z di grado n > 1,

p(r) =ao+az+---+az” |, a,#0, neN\{0},

x
¢ un infinito di ordine n per x tendente a +oo. Infatti lim M =a, # 0.
z—+oo "

(ii) f(z) = log, x, per ogni a > 0, a # 1, ¢ un infinito per = tendente a +o0o di ordine
inferiore ad ogni @ > 0. Infatti per ogni a > 0, a # 1, ¢ lim (log, n)/n® = 0 per
n—oo
ogni @ > 0. Poston = [z] >0, da [z] <z <[z]+1sihan®<z*<(n+1)*se
a>1,log,n <log, z <log,(n+ 1), da
1 1 1 1 1
98a 1! < 98a < 08q " + ; dunque lim %ot _ 0 (si noti che siccome
(n+ 1) o ne z—too T
xr — +00, & x >0 e quindi 2% & definito per ogni a > 0).
In modo analogo si procede per il caso 0 < a < 1.

cuil

(iii) f(x) =log, =, per a > 0, a # 1, & un infinito per x tendente a 0" di ordine inferiore
ad ogni o > 0. Piu precisamente si ha

{+oo se 0<a<l1

lim log, x =

z—0% —o0 se a>1.

1
Infatti se si pone y = — allora
x

1
lim 1 = lim log,— =— lim 1
L log, & yalrfoo 08, y yjlloo 08, Y
dove log, y € un infinito di ordine inferiore ad ogni funzione y* per a > 0. Pertanto

log, z € un infinito di ordine inferiore ad ogni funzione — per qualsiasi « > 0.
x

(iv) f(z) = a”, per a > 1, ¢ un infinito per = tendente a +oo di ordine superiore ad

ogni o > 0.
an x an
Infatti se a > 1 dal fatto che lim — = +o0, posto n = [z] si ha — > ———
n—co N z® — (n+ 1)
. . a’
per ogni a > 0 e da questo segue che lim — = 4o00.
z—+oo ¢

18. ASINTOTI

Sia f : D(f) — R una funzione e zo € D(f). Se f ¢ un infinito per x tendente a x
allora la retta di equazione x = x( si chiama asintoto verticale di f in xg.
Si chiama asintoto di f per x tendente a —oo una retta y = max + n tale che

i [f(x) — (mz+n)] = 0.

Osservazione 18.1. Sia y = mz + n un asintoto di f per z tendente a —oo. Allora i
coefficienti m e n sono determinati da

x
(18.1) m = lim Jix) ., n= lim [f(z) —ma].

r——00 I r——00
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Infatti si ha

lim flz) _ lim f(@) = (mz +n)+ (mz+n)
rT——00 I T—r—00 €T
:(lim f(x)—(mx+n))+m+ lim ﬁ:m7
T——00 T T——00 I

lim (f(z) —mz) = lim [f(z) ~ (mz+n)+n]=n.

— 00

Se m = 0 allora la retta y = n si dice asintoto orizzontale di f per x — —oo. In tal caso
lim f(z)= lim f(x)—n+n=n.
T—>—00 T—>—00

Se invece m # 0 allora la retta y = max + n si dice asintoto obliquo di f per x — —oo. In
tal caso

xl_i)r_noof(ac) = Ili)r_noo[f(x) — (mz 4+ n) + (mx +n)] = £oo

quindi f & un infinito per £ — —oo e dalla prima delle (18.1) ¢ del primo ordine.
Viceversa se lim f(z) =n per n € R, allora la retta y = n ¢ un asintoto orizzontale di

T—r—00
f per x — —oo: infatti sarebbe lim f(z) —n =0.
T—r—00
Se invece f e un infinito del primo ordine per x — —oc allora esiste m € R, m # 0, tale

che
I
r——00 I
Se in tal caso esiste finito il

lim [f(xz) —ma]=n

T——00

allora la retta y = max 4+ n € un asintoto obliquo di f per = tendente a —oo, infatti

lim [f(z) — (mz +n)] = ( lim [f(x)—mx]) —n=0.

r——00 T——00

Allo stesso modo si definiscono gli asintoti orizzontali e obliqui di una funzione f per x
tendente a +o00 ottenendo per essi gli analoghi risultati e considerazioni su esposti.
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IV - Continuita di una funzione

Il concetto di continuita di una funzione & puntuale cioé € una definizione che si da in un punto
in cui la funzione & definita. Se poi tale proprieta si ripete per ogni punto di un dato insieme
dove la funzione ¢ definita allora si parla di continuita della funzione in quell’insieme. Diverso &
il concetto di continuita uniforme (anch’esso dato in questo capitolo) che invece & globale (i.e. la
definizione di continuita uniforme si da in un insieme e non in un punto) e rappresenta per una
funzione un modo particolare di essere continua, nel senso che, comunque si prendano due punti-
immagine arbitrariamente vicini tra loro, i corrispondenti punti nell’insieme dove la funzione &
continua, sono, per cosi dire, “canonicamente vicini tra loro”.

In questo capitolo si trovano il teorema degli zeri di una funzione continua, la proprieta di
trasformare insiemi connessi in insiemi connessi, il teorema di Weierstrass e il teorema di Cantor
(solo enunciato). Si danno anche alcuni risultati sulla continuita dell’inversa di una funzione
continua.

19. GENERALITA

Definizione 19.1. Si dice che una funzione f : D(f) — R ¢ continua in un punto
zo € D(f) se per ogni intorno I(f(zo),¢) esiste un intorno I(zo,d.), con d. dipendente
eventualmente anche da o, tale che, per ogni « € D(f)N1(zo,d.), sia f(z) € I(f(z0),¢).

e In altre parole, una funzione ¢ continua in xy € D(f) se per ogni € > 0 esiste d. > 0,
dipendente eventualmente anche da xg, tale che, per ogni = € D(f) con |x — zg| < 0, si

abbia |f(z) — f(zo)] < €.

Un punto o € D(f) o & un punto isolato o & un punto di accumulazione del dominio; se
2o € un punto isolato del dominio allora f € sempre continua in z(; se xo ¢ un punto di
accumulazione del dominio allora dire che f e continua in x( equivale a dire che

lim f(@) = f(x).

E lasciato per esercizio al lettore provare che la proprieta di continuita in un punto si
conserva per prodotto per scalari, somma, prodotto e quoziente (dove questo definito)
di funzioni continue. La proprieta di continuita si conserva anche per composizione di
funzioni continue nel senso che si ha la seguente

Proposizione 19.1. Siano f : D(f) — R una funzione continua in o € D(f) e g :
D(g) — R una funzione continua in f(xo) € D(g), con D(g) = R(f). Allora go f ¢é
continua in xg.

Dimostrazione. Dalla continuita di g in f(xg), si ha che per ogni € > 0 esiste 7. > 0
tale che, per ogni y € D(g) con |y — f(zo)| < 7., si abbia |g(y) — g(f(z0))| < €. Dalla
continuita della f in z(, in corrispondenza a 7. esiste J,, = . > 0 tale che, per ogni
x € D(f), con |z — xo| < 0, si abbia |f(z) — f(x)] < n.. Allora |g(f(x)) — g(f(x0))| <€
per z € D(f) =D(go f), con |x — x| < d.. Percio go f ¢ continua in x. O
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Teorema 19.1 (della permanenza del segno). Sia f : D(f) — R una funzione
continua in xo € D(f). Se f(xg) < 0 allora esiste un intorno I(xy,d) tale che, per ogni
x € D(f)NI(xy,9), sia f(x) < 0. In modo analogo, se f(xy) > 0 allora esiste un intorno
I(xq,0) tale che per ogni x € D(f) N I(xg,0) sia f(z) > 0.

Dimostrazione. Se xy € un punto isolato del dominio, il risultato e ovvio. Se xy € un
punto di accumulazione del dominio il risultato segue dal Teorema 16.4 della permanenza
del segno per i limiti. O

20. PUNTI DI DISCONTINUITA
Si e osservato che se xg € D(f) allora dire che f & continua in zy equivale a
lim f(z) = f(zo)
T—T0

dunque in tal caso

lim f(z) = lim_f(z) = f(a0)

=Ty =T
Se questo non accade si dice che f ¢ discontinua in xg € D(f) e xo si chiama punto di
discontinuita della funzione f.
Per un punto di discontinuita z¢ € D(f) si possono verificare i seguenti casi:

I lim f(z), lim f(x) esistono finiti ma sono diversi tra loro: in tal caso x, si dice
— +
$—>CCO CC—>CUO

un punto di salto di f o punto di discontinuita di f di I specie e si chiama salto di
f il numero reale

s(zo) = lim f(z) — lim f(x) = f(zg) — f(zg)

CE—)JIO x—>$0

dove
fag) = lm f() €R . flay) = lim f(x) € R:

x—>z0 .Z‘—>J?O

II. lim f(x) = 0o oppure lim f(x) = oo: in tal caso zq si dice un punto di discon-
=Ty =T

tinuita di f di I1 specie;
III. almeno uno dei due limiti lim f(x), lim f(z) non esiste: in tal caso ¢ si dice
=T =T
un punto di discontinuita di f di III specie.

Se f € una funzione monotona allora i suoi eventuali punti di discontinuita possono essere
soltanto di I specie. Infatti se, ad esempio, f € decrescente e x¢ € D(f) allora

lim f(x)= inf f , lim f(x)= sup f,

=T ( ) D(f)la :c—)aca’ ( ) D(f) +

“o
dunque i suoi limiti laterali esistono sempre. Inoltre dalla decrescenza di f, per ogni
x € D(f),; stha f(z) = f(xo), percid f(zo) & un minorante di f(D(f)xg), di conseguenza
D(ijlcl)f f ¢ finito. Allo stesso modo, per ogni x € D(f)xar, ¢ f(x) < f(zo), percio f(xg) ¢
g

un maggiorante di f (D( f )rar), di conseguenza sup f e finito.
D(f) +
®o

In modo simile si ragiona se f ¢ una funzione strettamente decrescente oppure crescente
o strettamente crescente.
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21. FUNZIONI CONTINUE IN INSIEMI

Definizione 21.1. Sia A C D(f); si dice che f ¢ continua in (0 su) A se f ¢ continua in
ogni punto xy di A.

e Questo equivale a dire che per ogni zyp € A e per ogni ¢ > 0 esiste 6.(z¢) > 0, dipendente
eventualmente da z, tale che, per ogni x € D(f), con |x — x¢| < 6-(z0), si abbia |f(z) —

flxo)| <e.
Si ha la seguente caratterizzazione per le funzioni continue:

Proposizione 21.1. Una funzione f : D(f) — R ¢é continua in D(f) se e solo se per
ogni aperto B C R l'immagine inversa f~1(B) ¢ un insieme aperto relativamente a D(f),
cio¢ f~Y(B) = BND(f) per qualche aperto B di R.

Osservazione 21.1. Se D(f) = R allora nell’enunciato precedente f~'(B) & un aperto
di R.
Si dimostra il seguente

Teorema 21.1 (degli zeri di una funzione continua). Sia f : D(f) — R una funzione
continua in un sottoinsieme connesso A C D(f) e siano a,b € A tali che f(a)f(b) < 0.
Allora esiste un punto xy € (a,b) tale che f(xg) = 0.

Osservazione 21.2. Sia f : D(f) — R una funzione continua in un intervallo A C D(f)
esia yp € R. Se f(a) < yo < f(b) per qualche a,b € A, allora esiste zy € (a,b) tale che
f(z0) = yo. Basta applicare il Teorema 21.1 alla funzione g(z) = f(z) — yo continua in A.

Osservazione 21.3. Sia f una funzione continua in un intervallo A. Allora
(inf f, sup )  f(4)
A
Infatti sia yo € (igf f,sup f). Se entrambi i due estremi igf f, sup f sono finiti allora,
A A

dalla definizione di estremo inferiore e di estremo superiore di una funzione, esistono

y',y" € f(A) (dipendenti da yo) tali che ¢y < yo < 9", dove ¥ = f(a), vy’ = f(b) per

qualche a,b € A. Se invece almeno uno dei due estremi ir}lf f, sup f non e finito, ad
A

esempio igf f = —o0, allora f(A) non ha minoranti: in particolare yy non ¢ un minorante

di f(A). Esiste dunque un punto y’ € f(A) tale che ¥ < yo con ¥ = f(a) per qualche
a € A. In modo analogo, se sup f = +oo allora f(A) non ha maggioranti e percio esiste
A

y" € f(A) tale che yo < ¢, v = f(b), b € A. In ogni caso se yy € (i%ff, sup f)
A

allora esistono ¢y = f(a) € f(A), v" = f(b) € f(A), a,b € A, tali che v/ < 3y < ¢".
Dall’Osservazione 21.2 precedente, si ha che esiste g € A per cui yo = f(x¢), i.e. yo €
f(A).

Proposizione 21.2. Sia f : D(f) — R una funzione continua in D(f). Allora essa
trasforma sottoinsiemi connessi di D(f) in sottoinsiemi connessi di R.

Dimostrazione. Sia A C D(f) un sottoinsieme connesso: dall’Osservazione 21.3, il
connesso (igf f,sup f) e contenuto in f(A). Se igf f, sup f sono finiti allora ¢ ovvio che
A A
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F(A) € [inf £ sup f]. Dunque (inf £, sup f) € f(A) C [inf £, sup f]. percié f(A) & un
A A A
intervallo di R. Se igff = —oo allora (—oo, sup f) C f(A) C (—oo, sup f] o, in modo
A A
analogo, se sup f = +oo allora (ir)‘ff ,+o0) C f(A) C [igf f,+0o0). Percio anche in questi
A

casi f(A) ¢ un intervallo. Infine se ir}lff = —00, supy f = +oo allora f(A) =R. O

Enunciamo adesso alcune proprieta delle funzioni continue e invertibili in intervalli. Si
hanno i seguenti fatti.

Osservazione 21.4.

e Una funzione invertibile che sia continua su un intervallo ¢ ivi strettamente mo-
notona.

e Viceversa, una funzione invertibile che sia strettamente monotona in un intervallo
non ¢ in generale continua in quell’intervallo.
Infatti si consideri la funzione

{:c , x€][0,1]

(21.1) flw) =
r+1 , xe€(1,2]

¢ invertibile, strettamente crescente in [0, 2], ma non continua in z = 1 perché
lim f(z)=1, lim f(z)=2.
z—1t

r—1—

e L’inversa di una funzione invertibile e continua (su un certo sottoinsieme A C R)
non &, in generale, una funzione continua.

Infatti la funzione
x , xel0,1]
g(z) =

r—1 , z€(23.

e continua in [0, 1] U (2, 3], & invertibile e la sua inversa & la funzione f(x) data
dalla (21.1) che, come visto, & discontinua in x = 1.
Tuttavia si dimostra

e Se una funzione invertibile ¢ continua in un intervallo allora la sua inversa f=1 ¢é
continua.

Teorema 21.2. Sia f : D(f) = R una funzione continua in D(f). Allora essa trasforma
sottoinsiemi compatti di D(f) in sottoinsiemi compatti di R.

Dimostrazione. Sia A C D(f) un sottoinsieme compatto. Poiché i sottoinsiemi compatti
di R sono tutti e soli i sottoinsiemi compatti per successioni (cfr. la Definizione 7.1, cap.
II, § 7 e sue conseguenze), basta provare che f(A) verifica quest’ultima condizione. Sia
{by }nen una successione contenuta in f(A), con b, = f(a,), a, € A. Poiché A & compatto
per successioni, dalla successione {a, },en si puo estrarre una sottosuccessione {ay, }nen C
A convergente ad un punto xg € A. xy ¢ allora un punto di accumulazione di A, quindi,
dalla continuita di f, segue che IILIB f(z) = f(zy) da cui anche T}LIEO flag,) = f(xo)

0

e f(zg) € f(A). Pertanto la successione {by, = f(ak,)}neny ¢ una sottosuccessione di
{bn }nen convergente in f(A). O

Teorema 21.3 (di Weierstrass). Una funzione continua in un insieme compatto am-
mette punti di minimo e di massimo.
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Dimostrazione. Sia f : D(f) — R una funzione continua in un sottoinsieme compatto
A CD(f). Dal Teorema 21.2 precedente, f(A) ¢ compatto e dunque (capitolo I, Teorema
2.2 di Heine-Borel), f(A) ¢ limitato e chiuso. In particolare il derivato (cfr. capitolo I,
Proposizione 2.3) f(A)" di f(A) ¢ contenuto in f(A). Poiché inf f(A) = igff esup f(A) =

sup f, ne segue che igf f > —ocoesup f < +oo. Dalla Proposizione 1.2, tali estremi o sono
A A
punti isolati o sono punti di accumulazione di f(A). In ogni caso i%f feflA),supf e
A
f(A), quindi esistono z1,z9 € A tali che irjff = f(z) = mjn fysup f = f(z2) = max f,
A

i.e. 1 e xo sono rispettivamente un punto di minimo e un punto di massimo. Il

22. CONTINUITA UNIFORME

Definizione 22.1. Siano f : D(f) — R una funzione ¢ A C D(f). Si dice che f &

uniformemente continua in A se per ogni € > 0 esiste 6. > 0 tale che, per ogni g,z € A,
con |r — xo| < d¢, si abbia |f(z) — f(xo)] < e.

Questo equivale a dire che per ogni 2y € A e per ogni € > 0 esiste” 5. > 0 che dipende solo
da € e non da xq, tale che, per ogni x € A con |z — xg| < Je, si abbia |f(x) — f(zo)| < €.

e Se una funzione ¢ uniformemente continua in un sottoinsieme A allora essa ¢ continua

in A.

Esempio 22.1.
(i) f(z) = 2* & uniformemente continua su [—1,1]. Infatti per ogni x € [—1,1] &
|z] <1 esiha
2% — 5] < (J2] + |zo]) | — zo| < 2|z — @] .

: €
Per € > 0, per avere |22 — x3| < & basta allora scegliere |z — xo| < §. = 5

1
(ii) f(z) = — & uniformemente continua in [1,2] ma non lo ¢ in (0,1]: qui & soltanto
x
continua. Infatti se z € [1,2] ¢ |z| > 1 da cui
1 1

X i

per € > 0 basta scegliere 9§, = ¢.
Se invece z € (0, 1] allora non e piu possibile fare una maggiorazione simile a
quella sopra (qui |x| > 0). Senza perdere di generalita possiamo assumere che
2
sia |z| > @; allora |— — 1 < 2|:z: — %ol 2ol
2 A
1 1

i To
d: = min{d.(zo) : o € (0,1]} = 0 che non va bene (deve essere o, > 0).

e quindi, scelto d.(zg) = & , si ha

|20/

< e. Per avere I'indipendenza da z( si dovrebbe prendere

Si dimostra il seguente importante risultato

"E questa la differenza fondamentale tra uniforme continuitd e continuitd di una funzione in un sot-
toinsieme (del dominio).
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Teorema 22.1 (di Cantor). Ogni funzione continua in un compatto é ivi uniformemente
continua.

Definizione 22.2. Una funzione f : D(f) — R si dice lipschitziana in un sottoinsieme
A C D(f) se esiste una costante L > 0 (detta costante di Lipschitz di f) tale che, per
ogni x,xy € A, sia

|[f(x) = f(wo)| < Ll — ol -

Proposizione 22.1. Se f : D(f) — R ¢ lipschitziana in A allora f é uniformemente
continua in A.

€
Dimostrazione. Sia L la costante di Lipschitz di f. Per ¢ > 0 sia 0. = 7 per ogni
x,T9 € A, con |x — o] < ¢ si ha
|f(z) = f(wo)| < Llz —mo| <€
e questo prova 'uniforme continuita di f in A. O

Esercizio 22.1. Sia f : (—o00,a] — R una funzione continua. Provare che se essa ha un
asintoto per x tendente a —oo allora f ¢ uniformemente continua in (—oo,al. In modo
analogo, sia f : [a,+00) — R una funzione continua; provare che se essa ha un asintoto
per x tendente a +o0 allora f ¢ uniformemente continua in [a, +00).

Proviamo, ad esempio, il risultato per f che ha un asintoto obliquo per = tendente a
—00, (essendo, tra I'altro, simile il caso © — +00).
Sia y = mx +n, m # 0, Pasintoto di f in questione; poiché lim [f(z) — (max + n)] =0,
T—>—00

dal criterio di Cauchy, per ogni ¢ > 0 esiste x. < 0 tale che, per z,z¢ € (—00, x.), si abbia
£
|f(z) = flwo) = mlz —20)| = |[f(2) — (ma +n)] = [f(w0) — (mao +n)]| < 5.
Nell'intervallo [z, a] la funzione f & uniformemente continua (f & continua in (—oo,a])
quindi in corrispondenza a ¢ esiste §. > 0 tale che, per z,zy € [z, al, con |z — x| < dL,

abbia |f(x) — f(zo)| < e. Si consideri il numero reale positivo . = min{d. |} esso

g 2|
dipende solo da e.
(1) Se z,zp € [z, a] sono tali che |x — x| < ., allora | — x¢| < 0., quindi |f(z) —

flzo)| <e.
(2) Se invece x, xy € (—00,x.) sono tali che |z — xy| < d. allora da
€
[ 1f(@) = f(zo)l = Iml |w = o] | < |f(2) = f(wo) = m(z = wo)| < 3
si ricava
(@) = fan)] < &+l lo = a0l < 5 + [l 0. < 5+ fml 50 =

Questo prova anche 'uniforme continuita di f in (—oo, x.).
In conclusione f ¢ uniformemente continua in (—oo, al.
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V - Differenziabilitd di una funzione

Il concetto di derivabilita (o differenziabilita) di una funzione di una variabile reale &, come
la continuita, un concetto puntuale. Di conseguenza la derivabilita in un insieme la si ottiene
richiedendo la derivabilita della funzione in ogni punto dell’insieme in questione. In questo
capitolo (oltre alla definizione e alle prime proprieta di una funzione derivabile in un punto) si
trovano le regole di derivazione, la derivata dell’inversa di una funzione invertibile, i teoremi di
Rolle, di Lagrange e di Cauchy e i teoremi di de ’'Hopital.

E riportato anche un breve cenno alle funzioni di classe C™(A).

23. DERIVATA DI UNA FUNZIONE
(o)

Sia f: D(f) — R una funzione e sia xy € D(f). Si da la seguente

Definizione 23.1. Una funzione f : D(f) — R si dice derivabile (o differenziabile) in un

)

punto xo € D(f) se esiste un’applicazione lineare L,, : R — R tale che

i 4 (@) = f(@0) = Lay(x — 20)

T—x0 r — Xy

(23.1) =0.

L’applicazione lineare L,, si chiama il differenziale di f in x( e lo si indica con d, f.

Osservazione 23.1. Le applicazioni lineari da R in R sono tutte e sole le funzioni del
tipo Lxr = ax, dove a € R.
Infatti ogni funzione f : R — R del tipo f(x) = ax, per a € R, & banalmente lineare e
si usa scrivere Lx = az. Viceversa se L ¢ lineare allora Lx = L(z - 1) = 2 L(1) = L(1)x.
Posto a = L(1) ¢ allora Lz = ax.

Dall’Osservazione 23.1 precedente segue che se f & derivabile in 2o € D(f) allora,
essendo (d, f)r = az, a € R, esiste a € R tale che

f(x) = f(wo) — alz — x0)

(23.2) lim =0
T—xo T — X

OvVVvero

(23.3) lim L&) = f@o)

T—T0 T — X
Viceversa se esiste a € R per cui valga il limite (23.3) allora I'applicazione lineare L,

definita da L,,x = ax verifica la (23.1). Quindi f & derivabile in zy € D(f) se e solo se il
limite dato dalla (23.3) esiste finito.

e Il rapporto
f(z) = f(@o)
T — xo
si chiama rapporto incrementale di f in xy.

o

e Se f ¢ derivabile in zg € D(f), il numero reale a nella (23.3) si chiama la derivata di f
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i xo e si indica con una delle scritture

/ df d
fxo) , Df(zo) %(mo) g (z) .
(23.4) #'(z0) = lim f(z) = f(@o)

T—x0 xTr — SEO

Notare che il differenziale di f in zq € allora dato da (d,,f)z = f'(zo)x, per ogni = € R.

Sia f una funzione derivabile in un punto zo e si prendano Py = (zo, f(x¢)), Pi =
(21, f(z1)) € Gy, distinti (i.e. x1 # z): la retta che passa per essi ha equazione

y = f(xo) + M($—$O>~

1 — X
Se z; tende a xy, questa retta tende alla tangente in 4 a G: essa ha equazione

f(x1) — f(x0)

y = f(xo) + mo(z —x9) dove mo= lim = f'(zo) .
T1—T0 1 — X
Una qualunque retta per Py ha equazione a(x — x¢) + b(y — f(z0)) = 0; se® b # 0, la

retta ha equazione y = f(xg) + m(x — xp), m = _E'

Sia Ry(x;x0) = f(x) — [f(xo) + m(z — x0)]; allora
lim —Rl(z;xo) = lim (—f(:r) — Jl@o) — m) .

r—zo T — T T30 T — Iy

Poiché f ¢ derivabile in x, tale limite ¢ 0 se e solo se m = f'(x), cioe se e solo se la retta
che realizza
lim Fa(wizo)
Tzowg T — T
¢ la retta tangente a Gy in Py = (¢, f(z0)) (ed & dunque I'unica retta che meglio ap-
prossima il grafico di f in un intorno di ).

=0

Esempio 23.1.

(i) Una funzione costante ha derivata nulla in ogni punto interno del suo dominio.

Infatti sia f(z) = ¢ per ogni x € A C R. Se x A allora o f(z) — f(zo) = 0 per
ogni € A e banalmente la (23.2) da f'(z9) = 0.

(ii) Se f(x) = 2", n € N\ {0}, allora f'(z) = naf ' per ogni o € R. Infatti sia
n—1

zo € R allora da 2" — z{ = (v — o) 2Fan 1% ¢i ha
0 0
k=0

2 n n—1 n—1
lim —% = g ep R lim 2F ) = E ot =nal .
T—=r0 T — T T—T0
k=0 k=0

8Se b = 0 allora la retta & = z intersecherebbe G ¢ solo in Py perché se cio non accadesse, f non

. . . ) z)— f(z
sarebbe una funzione; inoltre se la retta x = x( fosse tangente a G ¢ in Fy, sarebbe lim M =
T—xT0 T — X

e questo contraddirebbe la derivabilita di f in xzg.
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(iii) Se f(z) = cosz e g(z) = sinz allora f'(xy) = —sinxzg, ¢'(x¢) = cosxg, per ogni
xo € R. Infatti, dalle formule di prostaferesi e tenuto conto del limite notevole
(16.8), si ha

. rT—Ty . T+ X
sin sin

COSX — COS T
lim —————% = — lim 2 2 _
T—x0 r — Xo T—x0 T — Zo

2
. T — o
ST R A o 3 :
=—| lim ——=— lim sin = —sinzg .
r—xQ T — X T—x0 2
2

In modo analogo si procede per la derivata della funzione sin x.

(iv) Se f(z) = a® allora f'(zq) = a™ loga, per ogni zg € R. Infatti, tenuto conto della
(16.10), si ha

T—xO _

. a®—a™ .a
lim ——— =a" lim —— =a"loga .
rT—=r0 T — X r—=r0 T — X

In particolare se f(z) = e* allora f'(x¢) = €™, per ogni xy € R.

o

Osservazione 23.2. Se una funzione f non & derivabile nel punto xy € D(f), questo
significa che il limite del rapporto incrementale di f in xy non esiste finito. Se accade che

lim f(x) — f(zo) _ ¢, lim+ f(x) — f(xo)

Tz r — Xy T T — X

:EQ

allora il punto di non derivabilita z( si chiama punto angoloso di f. Se invece almeno uno

tra i limiti
lim f(@) = f(=o) lim f(@) = f(=o)
Ty r—1Xo x%war T — o
e infinito allora il punto xzq si chiama punto di cuspide di f.

Proposizione 23.1. Una funzione derivabile in xo € D(f) & ivi continua.

o

Dimostrazione. Un punto xo € D(f) & in particolare un punto di accumulazione: basta
allora provare che

lim f(z) = f(zo) .

T—T0

Dalla definizione di limite, si puo sempre supporre che sia x # xy e dunque

lim (f(z) — f(z0)) = lim 42 =S (20)

) T—T0 Tr — 2o

_ (lim M) (lim(:p—xo)) _ a0 =0.

T—T0 xr — ,Z‘O T—T0

(x —20) =

L’asserto allora ¢ ovvio. O
o

Definizione 23.2. Un punto 2y € D(f) in cui f sia derivabile si dice punto estremale (o
critico o stazionario) se f'(xg) = 0.
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Definizione 23.3. Un punto zy € D(f) si dice punto di minimo relativo (o punto di
minimo locale) se esiste un intorno I(xg,r) tale che, per ogni x € I(xg,r) N D(f), sia
1) > f(xo).

Un punto zy € D(f) si dice punto di massimo relativo (o punto di massimo locale) se
esiste un intorno I(zg,r) tale che, per ogni x € I(xo,7) ND(f), sia f(z) < f(xo).

e In particolare i punti di minimo e di massimo di una funzione sono rispettivamente
punti di minimo e massimo relativi.

Si chiamano punti di estremo relativo o locale (o anche punti estremanti) i punti di minimo
o di massimo relativo.

o

Proposizione 23.2. Sia f : D(f) — R derivabile in o € D(f) e sia esso un punto di
estremo locale. Allora f'(xy) = 0.

Dimostrazione. Per fissare le idee, sia xg un punto di minimo relativo: esiste dunque un
intorno I(xg,r) tale che, per x € I(xg,7) ND(f), sia f(x) > f(xg), cioe f(z) — f(xo) > 0.
Se xg —r < x < x¢ allora

f(I)—f(Io)SO —  lim f@)_f(%)go_
r — X9 Ty r — Xy
Se xg < x < xg + r allora
f(x)—f(ﬂfo)zo —  lim f(@—f(fl?o)zo'
T — Xy z—mg T — X
Poiché f e derivabile in x, segue che
lim f(@) = f(=o) — lm f(@) = f(=o) —0
Ty Tr—Xo :Bﬁxa' T —Zo
da cui f'(zg) = 0. O

e Pertanto un punto estremante di una funzione derivabile in quel punto € un punto
estremale, mentre se un punto e estremale, non e detto che esso sia estremante.

Ad esempio per la funzione f(z) = x? il punto xyp = 0 ¢ un punto estremale (f’(x) = 32?).
Se x € I1(0,r), per qualche r > 0, e x < 0 allora f(z) = 2 < 0 = f(0), se invece x > 0
allora f(x) = 23 > 0 = f(0). Dunque zo = 0 non & né un punto di minimo né un punto
di massimo locale di f.

24. REGOLE DI DERIVAZIONE

Dalla definizione di derivata in un punto e dalle proprieta dei limiti si ha

Proposizione 24.1.

o

(i) Se A € R e f ¢ deriwvabile in xo €D(f) allora \f ¢é derivabile in xq e
(Af) (o) = Af'(zo) -

[e) o

(ii) Se f,g sono deriwabili in xo €D(f) N D(g) allora f + g é derivabile in xq e
(f +9)'(xo) = ['(z0) + g'(x0) -



V - Differenziabilita di una funzione

(iii) Se f,g sono deriwabili in xo €D(f) N D(g), allora fg é derivabile in xq e

(f9) (o) = f'(z0)g(xo) + f(x0)g'(20) -

° 1
(iv) Se f é derivabile in xo €D(f) e f(xo) # 0 allora 7 é derivabile in xg e

(3) =~

(v) Se f,g sono derivabili in xq GDEf) N ng) e g(xo) # 0, allora
(i)l (z0) = f'(w0)g(x0) — f(20)g' (o) .

g g(wo)?

65

Dimostrazione. Per (i) e (ii) basta usare la definizione di derivata in un punto. Per la

(iii) si ha:

f9)(@) — (f9)(x0) = f(x)g(x) — f(x0)g(x0) =
(2)g(x) = f(x0)g(x) + f(x0)g(x) = f(w0)g(w0) =
= [f(2) = f(zo)lg(x) + f(z0)lg(x) = g(x0)]

da cui, dalla definizione di derivata in x,

T—T0 T — Zo x—mo T — X T — X

(
f

Tenuto conto che in z( la funzione g, essendo derivabile, ¢ continua, si ha

im 9@ =U9@o) _ @) = fl) g(x) + f(zo) lim

= ['(x0)g(x0) + f(x0)g' (o) -

Questo prova sia la derivabilita di fg in z( sia la formula asserita.

9(z) ~ g(xo)

g(x) — g(xo) N

T—x0 r — X9 T—x0 r — 29 T—T0 T—x0 r — X9

Per la (iv) si noti che poiché f & derivabile in x¢, f ¢ continua in zg; se f(zo) # 0, allora
dal teorema della permanenza del segno per le funzioni continue, esiste un intorno di x,

I(z0,9), tale che, per x € I(xo,0) ND(f) sia f(x) # 0 cosicché si puo scrivere:

1 1
f(x) f(xo):_ f(@) = f(=o) :_f(x)—f(iﬂo) 1
r — X f() f(zo)(x — 20) T — To f(@)f(zo)
Allora
1 1
f@)  Jw) _ [
Toz0 T — X f(z0)?

1
che prova sia la derivabilita di — in z( sia la formula asserita.

La (v) & una diretta conseguenza delle (iii) e (iv): infatti

@ (o) — (f g) (@0) = f'(an) s + f o) (g) (o) =

f’( 0) g’ (o) _f’(%)g(fb’o)—f(xo)g,(xo)
= g 1 (5 ) = o()? |
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Esempio 24.1.
(i) Si consideri le funzioni
e’ +e* et —e”
hy = — inhy (= ———
cosh 5 , sinhz 5

definite per x € R, dette rispettivamente coseno iperbolico e seno iperbolico. Per
ogni x € R si ha

. d .
—coshx =sinhz | e sinhx = coshx .
x

dx
Infatti, essendo somma di funzioni derivabili in R, esse sono derivabili in ogni
punto x € R. Si ha:

d 1/d d T _ %
—coshz == —€"+ —e77 | = ce-° _ sinh z
dz 2

e analogamente

d 1/d , d _, et +e’"
%smhx—§<%e —%e > = 5 =coshz .
Si noti che
cosh?z — sinh®*z =1
perché

st v )
23[6214_2_'_621_6236_’_2_6236} 1

(ii) Dalla (v) della Proposizione 24.1 si ricava che

d
—tanz = 1 + tan’z per:ce(—z—i-/m,z—l—lm), kelZ,

dz 2 2
d 2
d—cotx: — (1+Cot :L') , perz € (km,(k+1)n), ke Z,
s
Infatti
cos® z + sin?
—tanyr = ———— |
dx cos?

—sin?z — cos? x

dx cota = sin?
Si noti che ¢ anche
1
%tanx:coﬁx ’ %COtx:_SmQ:U'

(iii) Si chiamano rispettivamente tangente iperbolica e cotangente iperbolica le funzioni

sinh x cosh x
, cothx :=

tanh z :=

cosh x sinh z
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definite la prima per x € R e la seconda per = € R\{0}. Allora
d d
d—tanhle—tanhzx,VxER : d—cothle—cothQJ:,VQJER\{O}.
x x

Infatti

d cosh? z — sinh? x

— tanhx = 5

dx cosh” x

d sinh? z — cosh? x

—cothx = —

dx sinh* x

Si noti che ¢ anche
1 d 1

—tanhr = ——— , —cothz =— .
dz cosh? dx sinh?

Si dimostrano le seguenti due proposizioni.
(¢]

Proposizione 24.2. Sia f : D(f) — R derivabile in xo € D(f) e g : D(g) — R, con
R(f)ND(g) # 0, derivabile in f(x¢) € D(g). Allora go f : D(f) — R ¢ derivabile in zq e
(90 f) (o) = ¢'(f(x0))f (20) -

Proposizione 24.3 (derivata della funzione inversa). Sia f : D(f) — R una funzione

invertibile e continua in un connesso A C D(f), derivabile in xg € A con f'(xq) # 0.
Allora la funzione inversa f~! ¢ derivabile in f(xzo) e

1

(S (f(zo) = )

Esempio 24.2. Usando la proposizione precedente si ha:
(i) per zy € (—1,1),

: 1
— arcsinx = —,
dx =0 A/1— x%
1
— arccos =
dx o—zo V1 — a3
(ii) per xy € R,
1
ar arctan x = 1T x% ,
T=x(
‘ 1
—arccotr =——.
dx _— 1+ 22
Infatti la funzione f(y) = siny & invertibile per y € [—g, g], la sua inversa ¢ f~!(z) =
arcsinz, © € [—1,1]. Sia zo € (—1,1): allora esiste unico yy € (—5, g) tale che zy =
f(yo) = sinyg. Dunque dalla Proposizione 24.3 si ha:
d , d ., 1 1
——arcsinz| = ——f"(z) = (/) (f(wo) = =
dx z=20 dx z=f(yo) f/(yo)
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1 1 1
cosyo /1 —sinyy /1—xF

Se invece f(y) = cosy, allora essa ¢ invertibile per y € [0, 7]. L’inversa¢ f~!(x) = arccos z,
€ [—1,1]. Sia g € (—1,1), allora esiste unico yy € (0,7) tale che xy = f(yo) = cosyp.
Pertanto

d d ,_ _
— arccos x = — 1(33) = (f 1>,(f(90)) =
dz _ dz _
=10 z=f(yo)
1 I 1 B 1
J'(yo) sin o /1 — cos? yg V1—a2
Le funzioni f(y) = tany, g(y) = coty sono invertibili rispettivamente per y € (—g, g)

ey € (0,m). Siha f~1(z) = arctanz e g~ '(z) = arccot z, per z € R. Se x5 € R allora

E) e yy € (0,7) tali che zy = f(yo) = tanyy e xo = g(y) =

esistono unici yg € (—5, 5

cot y,. Allora

d |
g =G| =) =
1 1
T Ittan’y, l1+a2’
Larceotz| =L@ = () (olh) = e =
dz may 0T =g(u}) 9' (%)
1 1

T l+cot?y,  l+4ad

25. I TEOREMI DI ROLLE, DI LAGRANGE E DI CAUCHY

I risultati che verranno stabiliti in questo paragrafo sono veri solo sugli intervalli di R.

Teorema 25.1 (di Rolle). Sia f : D(f) — R una funzione continua su [a,b] C D(f),
deriwvabile in (a,b). Se f(a) = f(b) allora esiste xo € (a,b) tale che f'(xo) = 0.

Dimostrazione. Poiché f & continua sul compatto [a, b], in esso ammette punti di minimo
e di massimo . Se entrambi cadono sugli estremi a e b allora la condizione f(a) = f(b)
implica che f & costante e percio f/'(z) = 0 per ogni x € (a,b). Altrimenti almeno uno tra
i due punti di minimo e di massimo € un punto interno di [a, b| (cioe € in (a, b)): sia esso
xg. Dalla Proposizione 23.2 ¢ f'(z() = 0. O

Osservazione 25.1. Il teorema di Rolle vale solamente sui connessi (i.e. sugli intervalli)
di R.

Infatti se ad esempio si considera il sottoinsieme A = [0, 1] U [2, 3] (che non & connesso) e
la funzione

x , perx€[0,1]
o]

—r+3 , perzé€l23
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continua in A, derivabile in A= (0,1)U(2,3) con f(0) = f(3) =0, allora
{1 , perxe(0,1)

f'(x) =
-1 , perzé€(2,3)

o
non ¢ mai nulla in A.

e Si noti dunque che ogni risultato che fa uso del teorema di Rolle ¢ valido solo sui connessi
di R. In particolare questo ¢ vero per il seguente

Teorema 25.2 (di Lagrange o del valor medio). Sia f : D(f) — R una funzione
continua su |a,b] € D(f), derivabile in (a,b). Allora esiste xo € (a,b) tale che

f®) = fla)
Th=a )
Dimostrazione. Si consideri la funzione
o) = 7o) - LU )

Essa & continua in [a, b], derivabile in (a,b) e

g(a) = fla) , g(b) = f(b) = [f(b) = fa)] = f(a)

cioe g(a) = g(b). Dal teorema di Rolle segue che esiste zg € (a, b) tale che ¢'(x¢) = 0, cioe

1) = f@)

flwo) = b—a

Da questo teorema segue il seguente risultato

Proposizione 25.1. Sia f : D(f) — R wuna funzione derivabile su un sottoinsieme
A CD(f) connesso e aperto. Se f'(x) =0 per ogni x € A allora f ¢ costante in A.

Dimostrazione. Siano a,b € A: poiché A & connesso, [a,b] C A ed essendo f derivabile
in A, f & continua in [a, b] e derivabile in (a,b) (con derivata nulla in ogni punto di (a, b)).
Dal teorema di Lagrange, esiste zg € (a,b) tale che

da cui segue f(b) = f(a) e poiché questo vale per ogni a,b € A, si ha che f & costante in

A. i

Un’altra conseguenza del teorema di Lagrange e la seguente
Proposizione 25.2. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile in un sottoinsieme A C
D(f) connesso e aperto.

(i) f'(x) <0 per ogni x € A se e solo se f ¢ decrescente in A,
(ii) f'(x) > 0 per ogni x € A se e solo se f & crescente in A.
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Dimostrazione. (i) Se f'(x) < 0 per ogni x € A, allora comunque si scelgano x, x5 € A
distinti, usando il teorema di Lagrange (f ¢ continua in [zq, 25| e derivabile in (z1,x3)),
si ha che esiste £ € (x1,z2) tale che

f(x1> - f(xz)

X1 — X2

= /() <0

Questa da la decrescenza di f in A (cfr. capitolo III, Proposizione 15.1).
Viceversa se f e decrescente allora per ogni 2/, x € A, o’ # z, e

/ —
f@) @)

- -
Dalla derivabilita di f si ha

/ p—
f(x) = hmMﬁO VeeA.
' —x T —x

In modo analogo si prova (ii). O

Osservazione 25.2. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile in un connesso aperto
A C D(f).
e Se f'(x) <0 allora f & strettamente decrescente in A.
Se f'(x) > 0 allora f ¢ strettamente crescente in A.
Infatti basta ripetere la prima parte della dimostrazione della Proposizione 25.2
sopra.
e Se f ¢ strettamente decrescente allora ¢ falso che sia f’(x) < 0 per ogni = € A.
Allo stesso modo, se f ¢ strettamente crescente allora € falso che sia f/(z) > 0 per
ogni x € A.
Ad esempio la funzione f(x) = —23 & strettamente decrescente, tuttavia f'(r) =
—32% ¢ nulla in x = 0.

Teorema 25.3 (di Cauchy). Siano f : D(f) — R, g : D(g) — R due funzioni e
la,b] € D(f) N D(g). Se f,g sono continue in [a,b], derivabili in (a,b), g(b) # g(a),
g'(z) # 0 per ogni x € (a,b), allora esiste xq € (a,b) tale che

[) = J(a) _ flao)

9(b) = g(a)  ¢'(z0)

Dimostrazione. Si consideri
W) = f(z)[g(b) — g(a)] — g(x)[f(b) — f(a)] -
Essa & continua in [a, b], derivabile in (a,b) e
h(a) = f(a)lg(b) — g(a)] — g(a)[f(b) = f(a)] = f(a)g(b) — f(b)g(a)
h(b) = f(0)[g(b) — g(a)] = g(0)[f(b) — f(a)] = = f(b)g(a) + f(a)g(b)

da cui h(a) = h(b). Applicando il teorema di Rolle ad h, si ha che esiste ¢ € (a,b) tale
che h'(zg) = 0 cioe

f'(xo)lg(b) — g(a)] — g'(z0)[f(b) — f(a)] = 0
da cui si ricava (essendo g(b) — g(a) # 0, ¢'(zo) # 0)

f'(zo) _ f(0) = fla)
g'(zo) — g(b) — gl
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i

Osservazione 25.3. Valgono gli analoghi dei teoremi di Rolle e Cauchy anche su intervalli
illimitati e precisamente si ha:

e Sia f : (—00,a] — R una funzione continua in (—oo, a], derivabile in (—o0, a) tale
che lim f(z) = f(a). Allora esiste un punto zg € (—o0, a) tale che f’(x¢) = 0.
T——00

e Sia f : [a,+00) — R una funzione continua su [a, +00), derivabile in (a, +00) tale
che hIJP f(z) = f(a). Allora esiste un punto zg € (a,+0o0) tale che f'(z() = 0.
T—>+00

e Siano f,g: (—00,a] — R due funzioni continue in (—oo, a], derivabili in (—o0, a),
con ¢'(x) # 0 per ogni x € (—o0, a) e tali che

lim f(z)=£, lim g(z) =m#g(a).

T——00
Allora esiste un punto xy € (—oo, a) tale che

(—fla) _ ['(x0)
m—g(a)  glro)

e Siano f,g: [a,+00) — R due funzioni continue in [a, +00), derivabili in (a, +00),
con ¢'(x) # 0 per ogni x € (a, +00) e tali che

lim f(z)=¢, lm g(x)=m#g(a).

T—>+00
Allora esiste un punto xy € (a,+00) tale che

(—fla) _ fro)
m—g(a)  gla)

26. I TEOREMI DI DE L’HOPITAL

I teoremi che seguono aiutano a risolvere, nei limiti di funzioni, le forme indeter-

w_» «

00 . )
e “—7. Per la forma indeterminata
00

[

minate del tipo si hanno i quattro teoremi

che seguono.

Teorema 26.1 (di de I’Hoépital per “=", x — b~). Siano f,g: [a,b) = R due

ol O

funzioni derivabili in (a,b), g(x) # 0, ¢'(x) # 0 per ogni x € (a,b), tali che

lim f(z)=0 , lim g(z)=0.
T—b— T—b—
Se esiste
/
lim (@)
e—b— ¢'(x)

allora
o fle) L f(x)
lim oy = m gy
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Dimostrazione. Si consideri le funzioni
flz) , xelab) g(x) , = €la,b)
F(z) = G(x) =
0 , x=1>b 0 , x=b.
Per ogni = € (a,b) le funzioni F e G sono continue in [z, b], derivabili in (z,b) e F' = f’,
G' = ¢ in (z,b). Applicando il Teorema 25.3 di Cauchy, esiste £ € (z,b) tale che
PO - F@) _ F(©)
G(b) = G(x)  G'(8)

cioe ﬂ ) 6
g(z) ')
Allora
@) F©

Iim ——= .
b g(@) v g€

Allo stesso modo si dimostra che

Teorema 26.2 (di de I’Hépital per “=” , z — a™). Siano f,g: (a,b] — R due

ol O

funzioni derivabili in (a,b), g(z) # 0, ¢'(x) # 0 per ogni x € (a,b), tali che
lim f(z)=0 , lim g(z)=0.
z—a™t

rz—at
Se esiste )
i 1)
r—at g/(l')
allora )
lim —f(x) = lim f'(z) .
z—at @ 33’) z—at g/(l’)
. . 0 .
Teorema 26.3 (di de I’Hépital per “6”, x — —0o0). Siano f,g: (—00,a] - R

due funzioni deriwvabili in (—oo,a), g(x) # 0, ¢'(x) # 0 per ogni x € (—o0,a), tali che
lim f(z)=0 , lim g(z)=0.
Tr—r—00 T—r—00
Se esiste )
lim f'(z)
£——00 g’(x)
/
@ _ o f)

li — )
:c—l>r—noo (x) T——00 g’(:p)

allora

Dimostrazione. Poiché lim f(x) =0, lim g(x) = 0, senza perdere di generalita si
T—r—00 Tr—r—00

1
puo assumere che sia a < 0. Siat = —, allora lim ¢t =0".
x T——00

1 1 1
Si ponga ¢(t) = 7 per te [5 ,0), e si consideri le funzioni fi, g; : [5 ,0) = R definite
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da fi(t) = (f o ¢)(t), 91(t) :== (g o 9)(t). Allora
1
lim fi(t) = lim f(-)= lim f(z)=0,
t—0— t—0— " 't

T—r—00

. . 1 .
Jim gi(t) = lim g(>) = lim g(z) =0.

T—r—00

Inoltre fi, g1 sono derivabili in (—,0) e
a

1) = £ =~ G =y
() = 7 (w0 = LD _ )

dunque @ @
QN €
0 gi(1)  ammmo g/(2)

e quest’ultimo limite esiste. Applicando il Teorema 26.1 di de ’'Hopital alle funzioni f; e

a1, si ha
PR CO RN 15 N () B (C)
T——00 g(x) t—0— gl(t) t—0— g’1<t> T — 00 g,(x) .

In modo analogo si dimostra

0
Teorema 26.4 (di de I’Hépital per “=” | z — 400). Siano f,g : [a,+00) = R

0
due funzioni deriwabili in (a,+00), g(x) # 0, ¢'(x) # 0 per ogni x € (a,+00), tali che
lim f(x)=0 |, xEIEOOg(x) =0.

r—r+00
Se esiste )
lim f'(z)
T—+00 g’(g})
allora )
lim M = lim ! (x) .
T——+00 g(x) T—+00 g’(x)

Per la forma indeterminata “—7 si hanno i tre teoremi che seguono.

00
Teorema 26.5 (di de I’Hopital per “g”, x — b7). Siano f,g: [a,b) = R due
00
funzioni derivabili in (a,b), g(z) # 0, ¢'(x) # 0 per ogni x € (a,b), tali che
lim f(z) =00 , lim g(x)=c0.
z—b— x—b~
Se esiste )
lim f(z)
z—b- g'(x)
allora

lim @) = lim J'@)
v—=b- g(x)  amb- ()
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/
Dimostrazione. Si supponga dapprima che liIlI} f/((i? = (: per ogni € > 0 esiste 6. > 0
z—b— G (T
tale che, per a < b— 9. < x < b, sia
"z
f/( ) — E‘ <e.
g'(z)

Si prenda z € (b — 6.,b): f,g sono continue in [b — J., ], derivabili in (b — 6., ), g,
g’ sono non nulle in tale intervallo. Applicando il teorema di Cauchy, esiste un punto
¢ € (b— 0., x) per cui sia

dove

da cui si ricava

f(z) = f(b—0.)
g(x) — g(b—9:)
Poiché lim f(z) = xlgf?— g(x) = 00 e f, g sono continue, ¢ f(z) # 0, g(x) # 0 per

z—b—

{—e< <fl+e.

ogni x € (b—J.,b) ed allora si ha

o |1 -
g9(x) [1 -

dal teorema della permanenza del segno del limite di funzioni, si puo assumere che sia

f(b — 5€>:|
f(x)
g(b B 55)}
g(x)

{—e< <fl+e.

Poiché

D) g(b—d.) -y
1—-——2>0,1—=—=——=>0perze (b—0d.,0b) cosicché
F@) oy e lbmond)
1_g(b_5s> 1_g(b_6€)
0@ @) @
{—¢ < <(l+e
N [ S ETE b5
f(z) f(z)
Passando al limite per x tendente a b~ si ottiene
{—e¢< lim M§£+s.
e—b- g(z)
Dall’arbitrarieta di ¢, segue che
lim M =/
e—b— g(z)

/
Se invece lim f'(z)

A (@) = 400 allora per ogni M > 0 esiste dp; > 0 tale che, per
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a<b—0dy <z <b, sia
f'(x)
g'(z)
Per z scelto in (b — dp7,b), f e g sono continue in [b — dyy, z], derivabili in (b — dp7, x) €
g, ¢ non nulle. Applicando il teorema di Cauchy, si ha che esiste £ € (b — 07, x) tale che

fla) = fb—ou) _ f'(§)
g(x) —gb—"0nm)  g(&)

flx) = f(b—dum)
g9(x) —g(b—0wm)

Poiché anche in questo caso e f(z) # 0, g(x) # 0 per ogni x € (b — dpr,b), si ha

> M

da cui
> M.

S —0u)
o f@—fe-an  f@) TG
g(r) —g(b—90n)  g(x) 1— g(b—0dn)
9(x)
f(b—0m) 9(b—dn)
ovvero, essendo 1 — e 0,1 ) >0 perx € (b—dy,b)
| olb =)
f(z) 9(x)
a@) "M T TR o)
f(x)
Passando al limite per x tendente a b~ si ha
. f(z)
A =M
per ogni M > 0, quindi segue che
lim M = +00
z—b= g(x)
Allo stesso modo di procede se hm f(x)/d () = -0 0 hm f(x)/ g (z) = d

In modo analogo si dimostrano i due teoremi

Teorema 26.6 (di de I’Hépital per “f”’ xr — a’). Siano f,g: (a,b] = R due
00

funzioni derivabili in (a,b), g(z) # 0, ¢'(x) # 0 per ogni x € (a,b), tali che

lim f(z) =00 , lim g(z)=o00.
r—at z—at
Se esiste )
lim I'(z)
z—at g’(x)
allora

lim J) lim J'(@)

z—a™t g(ZL‘) N z—a™t g/(.’L') ’
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Teorema 26.7 (di de I’Hopital per “f”, r — +00).
00

(i) Siano f,g: (—o0,a] = R due funzioni derivabili in (—oo,a), g(z) # 0, ¢'(xz) # 0
per ogni x € (—o0,a), tali che

lim f(z)=00 , lim g(z)=o00.
T——00 T——00
Se esiste
!
lim / (x)
z=—c0 ¢/ ()
allora

zo=o0 g(z)  @m=co g'(x)

(i) Siano f,qg : [a,+00) = R due funzioni derivabili in (a,+00), g(x) #0, ¢'(z) # 0
per ogni x € (a,+00), tali che

lim m: lim fz)

Jm S =e0 . im gl =ox.
Se esiste /
e
allora

Tr—-+00 g(x) r—r-+00 g'(gj) '

im L)y @)

Osservazione 26.1. Dei teoremi di de I’'Hopital non vale il viceversa, cioe se esiste il

lim m non ¢ detto che esista
z—=b- g(x)
I
lim ! (m) )
e—b— ¢'(z)
Infatti siano
) 1
r“cos— , x<0
0 , =20

considerate nell'intervallo (—oo, 0]. 11 limite

f(z)

lim —= =limz cos— =0
e—0- g(z) 20 x

! 1 1
lim / (x) = lim (2x cos — + sin —>

e—0- ¢'(x)  2-0 x x

mentre

non esiste perché non esiste il

lim sin — .
z—0t T
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27. DERIVATE SUCCESSIVE

Sia f : D(f) — R derivabile in un aperto A C D(f). Resta allora definita la funzione
derivata prima (o funzione derivata del primo ordine) f': A — R che ad ogni puntoxz € A
associa il valore f'(x) della derivata di f in 2. La funzione derivata prima si denota anche
con Df. Se a sua volta la funzione f’ & derivabile in un punto xy € A, cioe se esiste finito

il
"(z) — f'(x
P = )
T—rT0 xr — l’o
che altro non e che (f")'(z), allora questo numero si chiama la derivata seconda di f in
xq (o derivata del secondo ordine di f in x¢) e si indica con f”(xy) o anche con una delle
scritture

d*f d?
@(1’0) L g2 (z)

T=x0

fOxo) o (D*f)(0)

In tal caso si dice che f ¢ derivabile due volte in xo € D(f).
e Si noti allora che la funzione f’ & continua in .

o

Proposizione 27.1. Siano f : D(f) — R una funzione e xy € D(f) un punto di estremo
locale in cui f sia derivabile due volte.

Se xg € un punto di minimo relativo allora f"(x¢) > 0.
Se xg & un punto di massimo relativo allora f"(zq) < 0.

Dimostrazione. Se xy € un punto di minimo relativo allora f’(xy) = 0. Si supponga per
assurdo che sia f”(x¢) < 0. Allora

0> f'(wg) = tim L =S @) oy @)

T—T0 T — X T—=x0 T — X '

Dal Teorema 16.4 della permanenza del segno esisterebbe un intorno /(zy,d) tale che, per

x € I(x9,9) \ {zo}, sarebbe
f'(@)

r — Tg
Per o — § < x < xg sarebbe f’(zr) > 0, dunque f sarebbe strettamente crescente sul
connesso (rg—d, Tg), cioe sarebbe f(z) < f(zo) per zo—d < & < xo: questo contraddirebbe
il fatto che x( sia un punto di minimo relativo. Pertanto f”(zq) > 0.
In modo analogo si procede se xy ¢ un punto di massimo relativo. Il

<0.

Proposizione 27.2. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile due volte nel punto

estremale xy € D(f).
Se f"(xo) > 0 allora xy é un punto di minimo relativo.
Se f"(xo) < 0 allora o € un punto di massimo relativo.

Dimostrazione. Si ha
/ / o
o S ) = S )
T—=r0 X — X T—x0 T — X9

= f//(]30> >0.

Dal Teorema 16.4 della permanenza del segno, esiste un intorno I(zg,0) tale che, per
x € I(x0,9)\{x0}, sia
f'(x)

—>0.
r — I
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Se g — 6 < x < zg allora e f'(x) < 0, cioe f e strettamente decrescente sul connesso
(g — 9,xp), dunque f(z) > f(wo) per zp — 0 < = < xp; se kg < T < xo + J allora
f'(x) > 0 cioe f e strettamente crescente sul connesso (xg, rg + §), dunque f(x) > f(zo)
per o < x < o + d. Pertanto zy € un punto di minimo relativo.

In modo analogo si procede se f”(xy) < 0 provando che allora zy ¢ un punto di massimo
relativo. Il

Osservazione 27.1. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile due volte in un punto

estremale x¢ € D(f).

e Se f"(xy) > 0 allora non ¢ detto che zy sia un punto di minimo relativo.

e Se f"(xy) <0 allora non e detto che zy sia un punto di massimo relativo.
Ad esempio per f(z) = 23 ¢ f/(0) = 0 e f”(0) = 0: in particolare & anche f”(0) > 0 o
17(0) < 0. Tuttavia g = 0 non & un punto di estremo locale.

Sia f : D(f) — R una funzione derivabile in un aperto A C D(f) esia f': A - R la
funzione derivata prima: se essa ¢ derivabile in ogni punto = € A allora resta definita la
funzione derivata seconda (o funzione derivata del secondo ordine)

f" A — R che ad ogni punto x € A associa il numero f”(x); in tal caso la funzione f’ ¢
continua in A. La funzione derivata seconda si denota anche con
@) 9 d>f d?
f ) D f ) 79 7 9 -

dx? dx?
Notare che D?f = D(DF).
Se la funzione derivata seconda f” : A — R ¢ derivabile in un punto zo, € A allora si
chiama derivata terza di f in xo (o derivata del terzo ordine di f in o) il numero (") (x¢)
e lo si indica con f"”'(x() o con una delle scritture

3 3
f(?’)(ﬂio) ’ DSf(:cO) : a’f d

dx3 (.CC()) ) dr3 (.CC) .

In tal caso si dice che f e derivabile tre volte in xy. Se f e derivabile tre volte in ogni
punto di A allora resta definita la funzione derivata terza (o funzione derivata del terzo
ordine) f" : A — R che ad ogni punto z € A associa il numero f"”(z); in tal caso la
funzione f” ¢ continua in A. La funzione derivata terza si denota anche con

f(g) ) D3f Y ClS_f ) d_3 *

dx3 dx3

Notare che D3 f = D (D?f).
Proseguendo in questo modo si definiscono le derivate successive della funzione f in un
punto o € A e le funzioni derivate successive della funzione f nell’aperto A C D(f)
avendo, per n € N, la derivata successiva n-sima di f in xo (o derivata successiva di
ordine n di f in xq), f™(x0), e la funzione derivata successiva n-sima della funzione
f nell’aperto A C D(f) (o funzione derivata successiva di ordine n della funzione f
nell’aperto A C D(f)), f™ : A — R, date rispettivamente da

n=0: fO(x):= f(xo) , fO=fA-R
z— f(z)
n>1: fO(x):= (") (w) , f™:A-R

r = f0(x) .
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La derivata n-sima di f in xo, f™(x), si indica anche con una delle scritture
a*f dar
D" _— —
DN gl @]
Se essa esiste, si dice che f e derivabile n volte in xy. Si noti che in tal caso la funzione
derivata (n — 1)-esima, f"~Y, & continua in .
La funzione derivata n-sima di f in A, f : A — R, si indica anche con una delle scritture
arf dr
D" — —f.
P ot
Se essa esiste, si dice che f ¢ derivabile n volte in A e in tal caso la funzione derivata
(n — 1)-esima, f™Y ¢ continua in A. Notare che D" f = D(D”flf).
Si dimostra che
e Se f,g: A — R sono derivabili n volte nell’aperto A C D(f), allora

=3 () 00 (0 t)

Definizione 27.1. Una funzione f : D(f) — R si dice di classe (di continuita) C™ in
un aperto A C D(f) e si scrive f € C"(A), se f ¢ derivabile n volte in A e la funzione
derivata n-sima f™ ¢ continua in A.

Si noti che se una funzione e di classe C™ in un aperto A allora ogni derivata di ordine
minore o uguale a n e continua in A.

Definizione 27.2. Una funzione f : D(f) — R si dice di classe (di continuita) C* in un
aperto A C D(f) e si scrive f € C*(A), se essa ammette in A derivate successive di ogni
ordine e queste sono tutte continue in A.

Notare che
Ce(A) = [ C"(4).
neN
E facile verificare che
escAeRe feC™(A) allora A\f € C"(A);
e sc f,g € C"(A) allora f + g € C"(A);
e se f,g € C"(A) allora fg € C™"(A);

e sc f,g € C"(A) allora g € C"(A\{zx € A: g(x) =0}).

28. CONVESSITA E CONCAVITA DI UNA FUNZIONE

Dati due punti z1, z9 € R si chiama segmento di estremi x; e x5 il sottoinsieme
Seizs ={z€R:z=(1- Nz + vy, A€[0,1]} .
Per A\ = 0 si ottiene il punto x1, per A = 1 si ottiene il punto xs.
e Sesipone p=1— Xallora A=1— pu, con u € [0, 1], e il segmento di estremi x; e x5 &
dato anche da
Sprzy ={r €ER:x=px; + (1 — p)as, p€[0,1]} .
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In tal caso per p = 0 si ottiene il punto x5, per u = 1 si ottiene il punto z;.

e Un sottoinsieme A C R si dice convesso se comunque si prendano due punti xq,x9 € A
il segmento S,,,, € contenuto in A, cioe se per ogni x1,x9 € A & (1 — N\)zy + A\xy € A per
ogni A € [0, 1].

Osservazione 28.1. Si assuma ora che z; < xy: allora Sy, = [71, 22]
Sia x = (1 — A)x; + Axg € Sy, per un certo A € [0, 1]. Poiché (1 — Az < (1 — N)zg e
Ar1 < Azo, allora

r=(1=XNzy+ g > (1 = Ny + Az = 21,
$:(1—)\)$1+)\$2§(1—)\)232—1-)\232:232

cioe z € [x1,x9]. Viceversa se x € [x1,x9] allora 0 < x — x7 < xy — 27 # 0 e scegliendo
T —T
A= L < [0,1] si ha

T2 — X7

— X r—
(1—)\)1}1+)\l’2:(1—x 1)$1+ 11‘2:
To — I1 Ty — X1

(LEQ — T — T+ 5171)%1 + (QJ — $1)132

To —T1

percio € Sy, z,-

e Si dimostra che i sottoinsiemi convessi di R sono tutti e soli gli intervalli.

Definizione 28.1. Sia f : D(f) — R una funzione e sia A C D(f) un sottoinsieme
convesso. Si dice che f & convessa in A se per ogni x1,x5 € A ¢

f((l — )\).Tl + )\.%’2) S (1 — )\)f(l‘l) + )\f(xg) ,
per ogni \ € [0, 1].

Pertanto una funzione f e convessa in un convesso A se I'immagine mediante f del punto
= (1= XNy + Ary € Spp, € minore del punto y = (1 — A) f(x1) + Af(22) € Sf@i)f(a2)
ovvero se nel piano cartesiano il punto ((1 — AN)z1 + Azo, f((l —N)z+ )\91;2)) sta al di
sotto del punto ((1 — X)ay + Az, (1 — X) f(z1) + Af(22)) e questo accade al variare di
A€ [0,1].

Osservazione 28.2. Se f € una funzione convessa sul convesso A allora, per ogni x1, x5 €
A, il grafico di f compreso tra i punti (zi, f(z1)), (x2, f(22)) € Gy sta al di sotto della
retta passante per essi.

Infatti 'equazione di tale retta e

f(fUQ) - f(xl)

p— (x — 1) .

y = f(z1) +

Se x € Syy4, allora x = (1 — A)xy + Axg = 1 + A(x2 — x1), per qualche A € [0, 1], e la sua
immagine sulla retta & y = f(z1) + A(f(z2) — f(z1)) = (1 = A) f(z1) + A f(2).
Poiche f e convessa, si ha che f(z) <.
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Esempio 28.1. La funzione f(x) = ax?® + bz + ¢, con a > 0, b,c € R (il cui grafico ¢
una parabola rivolta verso l'alto se a > 0, ed ¢ una retta se a = 0) ¢ convessa in R. In
particolare ogni retta ¢ una funzione convessa.

Infatti siano z1, x5 € R, allora

FUL =Nz + Axa) = al(1 — N)oy + Awg)® +b[(1 — Ny + Awg) + ¢,
(1 =N f(z1) + Af(z2) = (1 — N[ax? + bz, + c] + Naxs + bry + | =
=al(1 — N2 + Az3] +b[(1 — Ny + Awg) + ¢

Se A = 0,1 le due espressioni sono uguali; sia allora A € (0,1). Ora

(1 — Ny + Axo)® = (1 — N2 + 2(1 — M) Azy29 + N2

A2
dove (usando il fatto che 24AB < = + k*B?, per ogni k # 0) si ha

1— \)22?
2(1 — MAz1as < %er?xg . VkeR - {0}.
. ’ 2 11— .
Poiché \,1 — X > 0, per k° = si ha

2(1 — M Azwy < M1 = ) (27 + 23)
da cui
[(1 = M@y + Azo)® < (1 — Nz + Azj

Pertanto, poiché a > 0, e

UL =Nz + Azg) < (1= A)f(@1) + Af(z2) -
Definizione 28.2. Sia f : D(f) — R una funzione e sia A C D(f) un convesso.
Si dice che f & concava in A se (—f) & convessa in A, cioe se per ogni z1,xs € A &

S =Nz 4+ Aza) > (1= N)f(z1) + Af(z2)
per ogni A € [0, 1].

Dall’Esempio 28.1 segue che la funzione f(r) = az® + bz + ¢, con a <0 e b,c € R (il cui
grafico ¢ una parabola rivolta verso il basso se a < 0 ed & una retta se a = 0) & concava
in R. In particolare ogni retta ¢ anche una funzione concava: anzi si dimostra facilmente
che le rette sono le uniche funzioni contemporaneamente convesse e concave.

Proposizione 28.1. Una funzione f : D(f) — R é convessa in un intervallo A C D(f)
se e solo se per ogni x1,To,x € A conx1 < T < Xy €

(25.1) f@) = f@1) _ f@) = flas)

Tr— I - T — Ty

In modo analogo, f é concava in A se e solo se per ogni x1,r9,x € A con r; < x < 9 €

f(x) — f(z1) >f(ff)—f($2)'

Tr— I - T — To

(28.2)
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Dimostrazione. Siano x1 < & < x5 punti del convesso A C D(f), allora esiste A € [0, 1]
tale che
T = (1 — )\)271 + )\232 =2 + )\(232 — {L’l)
da cui si ricava

r—x Ty — X
A= Lo1-x=2 .
T2 — 21 T2 — I
Quindi f e convessa se e solo se
To — X r — T
flx) < fan) + fa2) .
To — X1 Ty — 1

Allora f e convessa se e solo se

(2 — ) f(2) + (. —21) f(7) = (22 — 11) f(2) < (22 — ) f(21) + (x — 1) f(22)

ovvero se e solo se

(22 — ) (f(2) = f(21)) < (2 —21)(f(22) = f(2))

e dunque

f(z) — f(z1) Sf(w)—f(%)'

g

e In generale una funzione convessa (o concava) puo non essere derivabile: ad esempio
basta prendere la funzione convessa f(z) = |z|. Vale la seguente

Proposizione 28.2. Sia f : D(f) — R una funzione convessa (risp.te concava) in un

intervallo A CD(f). Allora per ogni xy € A esistono i limiti laterali lim M;
T—Ty r — 2o
lim £7)— f(20)
x%xg r — X9
lim 1) = /(20) < lim f(@) = f(z0)
Ty Tr—Xo m—m:a' T — Xp
(risp.te lim @) = fxo) > lim M)
T=Ty T — o x—)xa’ T — 2o

Dimostrazione. Diamo la dimostrazione per f convessa: se f € concava si procede
in modo simile. Siano z,zy € A due punti distinti; si consideri la funzione continua
Ouoz : (0,1] = R definita da

Ouoz(A) = f (o + AMa — o)) — f(0o) '

A

A
La funzione ¢,, . ¢ crescente. Infatti se A\;, Ay € (0,1] con A\; < A allora posto pu = /\—1 e
2
O<pu<le

o+ M(z —x0) =20+ Ao pu(x — 20) = (1 — ) + pxo + Ao p(x — z9) =

= (1 — ,U,)SC() + M(LUO + /\2(37 — SL’O))
dove zg + Aa(x — xp) € un punto del segmento di estremi xy e . Poiché f & convessa si

ha:
fzo+ Mz —30)) = f((1 = p)zo + (o + Aoz — 20))) <
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< (1= p) f (o) + puf (w0 + Aoz — 20)) = f(wo) + ulf (0 + Aa(z — 20)) — f(0)] -
Allora

f o+ M ;1170)) — ) < )%[f(xo + (= 20)) — flxo)] =

B f(zo + Moz — m9)) — f(0)
A2
e questo prova che g (M) < @ .2(A2). Pertanto esiste il limite laterale

lim @mo,m(k) — lim f(l’o + /\(CL’ - ZEQ)) — f(xo)

A—0t A—0t A ’

di conseguenza esiste anche
P (A)

lim ———— .
A=0t T — g

Sia & = xg + A(x — xp). Se x < xg, poiché X € (0,1], & Az — xy) < 0, quindi per A — 0"

¢ & — x; inoltre \ = £ $0, dunque in tal caso
r — 2o
=0t T =T esay;  §— X

Se invece x > zq allora per A — 07 ¢ ¢ — z, quindi

f PraN) (O = )

A—=0+t X — Tg Eoad & —xg

Questo prova che i due limiti laterali in questione esistono. Sappiamo che se f & convessa
e r1 < xg < xz sono punti di A allora

f(x1) = f(x0) < f(x2) — f(x0)

1 — X - To — X
da cui
lim f(@) = f(=o) < lim f(x) = f(wo) .
Ty T — Zo z—af T — To

g

Le tre proposizioni che seguono caratterizzano le funzioni convesse e concave derivabili.

Proposizione 28.3. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile in un intervallo aperto
ACD(f).

Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia convessa in A € che la funzione derivata
f sia crescente in A.

Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia concava in A é che la funzione derivata
f' sia decrescente in A.

Dimostrazione. Sia f convessa sul convesso A e siano x1,ry € A due punti distinti. Se

T < x < 29 allora
f(x) — f(x1) < f(x) — f(x2) '

r — T T — T9
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Dalla derivabilita di f in A segue dunque che
f(@) = f(z2)  flz1) — flx2)

f(x1) < lim =
T T — To 1 — X9

D’altra parte si ha anche

F'(w2) > lim f(x) — f(x1) _ f(xa) — f(z1) _ f(x1) — f(z2) '

Pertanto
fl(z1) < fl(x2)
e questo prova la crescenza si f'.

Viceversa sia f’ crescente e scegliamo zy,2zo € A con x; < x3. Allora l'intervallo
[x1,29) € A e per x; < x < x5, applicando il teorema di Lagrange relativamente agli
intervalli [xq, x] e [x, 2], si ha che esistono & € (x1,x) e & € (x,x2) tali che

f(I> f(xl) — f/<£1) 7 f(l’) f(‘rQ) _ f/(fé) )

T — I T — T2
E ovvio che & < & e dalla crescenza di f’ si ha f/(&) < f'(&) ie.
f(@) = f(21) < f(@) = f(x2)

T — I - T — o

che prova la convessita di f per la Proposizione 28.1.
In modo simile si procede per f concava. Il

Proposizione 28.4. Sia [ : D(f) — R una funzione derivabile in un intervallo aperto
A C D(f). Condizione necessaria e sufficiente affinché [ sia convessa su A e che per
ogni x,xy € A sia

(28.3) f(@) > f(xo) + f'(xo)(x — x0) .

Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia concava in A é che per ogni x,z¢o € A
sia

(28.4) f(@) < f(o) + (o) (2 — o) -

Dimostrazione. Sia f convessa sul convesso A C D(f) e siano xg,xz € A. Se zy = x
allora non c’e niente da dimostrare (la (28.3) € banale). Sia dunque zy # x. Se 7y < «x,
per zo < & < x, la convessita di f da

£&) = fla) _ f(@) — £(€)
§— o - or=¢

quindi
: . fla) = f(§) _ fx) — f(xo)
f(xo)gilggo r—§& oz —x

da cui (x — 29 > 0)
f(@) = (o) + [/ (o) (x — x0)
che ¢ la (28.3). Se invece xy > z allora per x < £ < xg €
Fla) = £(8) _ £(6) — Flxn)
e I )
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da cuil
, . flx) = £ _ flx) = flzo)
fwo) = Eliglo xr—£& N T — To

ovvero (x — xy < 0)
f(x) = f(xo) + f'(20)(z — 20)
che ¢ ancora la (28.3).
Viceversa supponiamo che per ogni zo,x € A valga la (28.3). Se 1,22 € A sono due

punti distinti si ha che

f(x1) > fxa) + f'(@2)(x1 — 22)
ma anche

f(x2) > f(x1) + f(21) (22 — 71) -

Sommando membro a membro si ottiene

02 (f(22) = f'(21)) (21 — 22) -
Se x1 < x2 questa da f'(z2) — f'(x1) > 0 ovvero f'(x1) < f'(x2); se invece ¢ z1 > x5 la
stessa disequazione da f’(x9) — f/'(z1) < 0 ovvero f'(x1) > f'(x2). In ogni caso f’ risulta
essere crescente in A.
Similmente si procede per il caso in cui f sia concava. U

Proposizione 28.5. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile due volte in un intervallo
aperto A.

Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia convessa in A é che f"(x) > 0 per ogni
x e A

Condizione necessaria e sufficiente affinché f sia concava in A é che f"(x) < 0 per ogni
x e A

Dimostrazione. Dalla Proposizione 28.3 precedente, f ¢ convessa in A se e solo se [’ e
crescente in A e, dalla (ii) della Proposizione 25.2, questo vale se e solo se, per ogni x € A,
e (f)(z) = f"(x) 2 0.

In modo analogo si procede per provare la caratterizzazione di una funzione concava.

g

o

Sia f : D(f) — R una funzione. Un punto zy € D(f) si dice un punto di flesso di f
se esiste un intorno I(zg,r) C D(f) tale che f sia convessa in (xg — r,x0) e concava in
(zo, o + 1) 0 viceversa. Se f e derivabile in un intervallo aperto A C D(f) contenente
xg, si pud sempre supporre che sia I(z,7) C A per cui risulta che la funzione derivata
f' & crescente in (xg — 7, 29) e decrescente in (xg, zo + ) o viceversa. Nel primo caso
risulta essere un punto di massimo relativo della funzione derivata f’, nel secondo caso
xg risulta essere un punto di minimo relativo della funzione derivata f’. Se f & derivabile
due volte in xq allora, in ogni caso, f”(zq) = 0. Pertanto per una funzione derivabile due
volte in un intervallo aperto A C D(f), i punti di flesso sono da ricercare nell’insieme

{reA: f'(x)=0}.

Notare che la condizione f”(zy) = 0 ¢ soltanto una condizione necessaria affinché =, € A
sia un punto di flesso.
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VI - La formula di Taylor

In questo capitolo si vuole determinare un polinomio che “meglio” approssimi (localmente in
un punto) una funzione. La formula che si ottiene & chiamata formula o sviluppo di Taylor, il
polinomio cercato si chiama polinomio di Taylor e 'avverbio “meglio” qui usato lo si spiega col
fatto che 'errore commesso sostituendo alla funzione il suo polinomio di Taylor ¢ infinitesimo
di ordine dipendente dalla classe di continuita della funzione. L’entita dell’errore ¢ valutabile
mediante le sue rappresentazioni esplicite (cfr. il paragrafo 8.3, “rappresentazioni del resto”).

29. IL POLINOMIO DI TAYLOR

Data una funzione f : D(f) — R in generale non ¢ facile calcolare il valore f(z), per
ogni z € D(f). Un caso dove invece questo ¢ semplice € quando f(x) ¢ un polinomio in una
variabile. Lo scopo e allora quello di approssimare una funzione data con un polinomio e
stimare ’errore che si commette quando al posto dell’effettivo valore della funzione in un
punto z si considera il valore di quel polinomio in tale punto.

Per m € N sia f,(z) = 2™: essa ¢ una funzione di classe C* in R e per k € N,

k2m+1,éf£f)(x)20inognix€]1§, mentre per k € N, 0 < k <m, ¢
9 (z) = k! (7;) zmk

D’altra parte, dallo sviluppo del binomio di Newton si ha

2" = [(x — zo) + x0]" = Z (TIZ) (z — zo)Fam* = Z f’”k—(fo)(x — )"

e quindi avremo

m k) o i
(29.1) ) = 3N (o

Sia ora p,(x) = ag + a1x + asz* + - - + a,z" un polinomio di grado n, allora

pn(l’) = Z &mfm($)

che dalla (29.1) scriveremo come

|
—
8
|
8
(=)
s
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[e)

Sia ora f : D(f) — R una funzione derivabile n volte in xg € D(f): ad essa si associa il
polinomio di grado n

k=0 ’

La (funzione) differenza
Ry (w3 20) = f(x) — Pula; 20)
¢ nulla se e solo se f(x) ¢ un polinomio (essenzialmente ¢ il polinomio P, (z;xg)). Altri-

menti R, (z;2o) misura l'errore che si commette sostituendo al valore f(x) il valore del
polinomio P,(x;xg). R,(x;x¢) € una funzione continua e dunque

lim R, (x;x¢) = Ry(xo;x9) =0 .
Tr—T0

Lemma 29.1. Sia f : D(f) — R una funzione continua derivabile n volte in un punto

g € D(f), n>1. Allora
lim %)
T—T0 (x — :L‘O)”

se e solo se f(k)(aco) =0 perognikeN, 0<k<n.

=0

Dimostrazione. Poiche f ¢ derivabile n volte in x(, la funzione f e le funzioni derivate
£ f", -+, fY sono continue in un intorno® I(xy,r) C D(f). Sia

lim /(@)

) (:L‘ — xo)n o

Si supponga per assurdo che esista k € N, 0 < k < n, tale che

flao) = f'(xo) = - = [ V(wo) =0, [P () #0

e calcoliamo
f(x)

lim -

T—x0 (:L' — 1’0)
Se k = 0 allora per assurdo f(xg) #0 e

lim —f(x) =
T—rIT0 (x — :C(j)k T—T0

D’altra parte ¢ anche

lim —f(:c) =

o\
e~ (T — Tp) Tz a—ao (2 — 20 )" (x — x0) 0

ottenendo cosi un assurdo e pertanto f(zg) = 0.

[e]

9Se una funzione f ¢ continua in un punto interno zg € D(f), allora essa ¢ continua in un intorno

di z¢: infatti per ogni € > 0 esiste un intorno I(zo,r:) C D(f) tale che per ogni = € I(xg,r.) si abbia
€

f(@) € I(f(xo), 5) Sia y € I(xg,7e) e poniamo 6. = r. — |y — xo|. Ora I(y,0:) C I(xo,r:) perché se

N

x € I(y,d.) allora |z — 29| < |z —y|+ |y — x0] < 0c + |y — x| = re. Quindi per ogni z € I(y,d.)

[f(2) = f(@o)] < 5. Dunque per tali @ si ha |f() = f()] < |f(@) — f(z0)| +|(x0) = FW)] < 5+

e questo prova la continuita di f nel generico punto y € I(xg,7:).
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Se 1 < k < n allora per assurdo f*)(zq) # 0 e applicando k — 1 volte il teorema di de

I’Hopital, si ha:
I D) L) - ) )

ey (1 — mo)k aowo kl(z — x0) K 2w T — To k!

D’altra parte, per ogni 1 < k < n, e

lim @) = lim @) (x—20)"*=0.
T—x0 (q: — xo)k T—x0 (x — xo)”
Si ¢ giunti cosi ancora ad un assurdo e pertanto f*)(zy) = 0 anche per 1 < k < n.
In ogni caso si & provato che f*)(zy) =0 ogni k € N, 0 < k < n.
Viceversa se ¢ f*)(x9) = 0 per ogni k € N, 0 < k < n, allora, applicando il teorema di
de I’'Hopital n — 1 volte, si ha:

S

= =0.
T n!(z — xg) n!

Proviamo quindi il seguente

Teorema 29.1 (di Taylor) Sia f: D(f) — R una funzione derivabile n volte nel punto
T GD(f). Sia pp(z;x0) = Zak x — 20)* un polinomio di centro zy di grado n. Allora
k=0

fim T2TiT0) _
T—T0 (:[: — :L‘O)"

per rp(z;x0) = f(x) — pulx, 20), Se € solo se

(29.2) aj, =

per 0 < k <n.

Dimostrazione. Si scriva py,(z;x0) = Z A (z — )™ cosicché per 0 < k < n,
m=0
(x5 w0) = 0 () — pid (a520) =
= f®(z) — m(m—1)---(m—k+ 1)ay,(z — o)
m=k

m—k

e da questa rff)(:co,gco) = f®(29) — k! a. Dal Lemma 29.1 precedente applicato alla

funzione r,(x; zo) si ha che
fim 00
T—T0 (:[: — :L‘O)"

se e solo se
f(k) (230) — k"&k =0

ovvero se e solo se ¢ verificata la (29.2). O
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Osservazione 29.1. Il teorema di Taylor implica che p,(z;xo) = P,(x;z0) €
rn(x;29) = Rp(x;20). Ne segue allora che

lim Zl@i0) _
T—T0 (1: — :L‘O)"

ciod Ry, (z;20) = o((z — 0)") per & — .
e Si chiamano polinomio e resto di Taylor di ordine n di f in x rispettivamente il polinomio

P,(x;x0) e la funzione R, (z;x0). La formula o sviluppo di Taylor di ordine n di f in
¢ la somma f(x) = P,(x;x0) + Ry(z; x0), i.e.

(29.3) f(x) = f(xo) + f'(x0)(z — o) +
f(")(xo)

n!

f//(.,L,O)
2!

(:E—JZO)2+

+ (x — 20)" + Ru(x; x0)

ovvero

n ) (4 .
f) =3 T o ) 4 Ruasao).
k=0 '

30. FORMULA DI TAYLOR E PUNTI DI ESTREMO

La formula di Taylor permette di avere informazioni circa i punti di estremo di una
funzione derivabile n volte in un aperto A. Infatti

o

Proposizione 30.1. Sia f : D(f) — R una funzione derivabile 2n volte in xy € D(f)
tale che f'(x¢) = f"(x0) = --- = f®" "V (x0) = 0 mentre f@®(z,) # 0.

i) Se ") (xq) > 0 allora xy & un punto di minimo relativo,

i) Se f@(zy) < 0 allora vy ¢ un punto di massimo relativo.

Dimostrazione. Sia f?™(x4) > 0. Dalla formula di Taylor di f in z( si ha:

(2n) o )
ﬂ@=f@@+i@%¥m—xw"+mAam>
dove, posto ( )
R2n X5 To

| RUNCEFACE

xlgg e(z)=0.
Allora (2n)

1) = o) + | L8 40| (o - o
) L £ @,
xlgglﬂ [ﬁ + 5($)} = ﬁ >0.

Dal teorema della permanenza del segno esiste un intorno I(xg,d) C D(f) tale che, per
ogni x € I(xo,9), sia
f(2n) (CUO)

n)] +e(x) >0.
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Poiche (x — z)*" > 0, allora per ogni = € I(z9,0) ¢ f(x) > f(xo), cioé zo ¢ un punto di
minimo relativo.
In modo analogo si procede se f®™(z) < 0. O

Osservazione 30.1. Se f € C?"T1(A) e
f(xo) = f"(wo) = -+ = [ (wo) = 0

mentre f"+) (1) # 0, allora 75 non & un punto di estremo locale.
Infatti in tal caso la formula di Taylor di f in x( ¢

(2n+1) T _—
f(z) = f(xo) + f(zn—Jr(l)!)(x —20)™"" + Rony1(7520) =
@n+1) (0 -
= f(@o) + f(Qn—jL(l)!)ﬂLg(x) (z — o)™ .

Si assuma ad esempio f"*Y(zy) > 0. Ragionando come prima, esiste un intorno (g, )
per cui sia
f(2n+1)(x)
(2n 4+ 1)!
per ogni x € I(xg,8). Sex € I(xg,0) e x < zq allora (r—x)*" ™ <0, da cui f(x) < f(z0),
mentre se x > g allora (z — z)*** > 0, da cui f(x) > f(zo), dunque xo non puo essere
né un punto di minimo né di massimo relativo.

+e(x) >0

31. RAPPRESENTAZIONI DEL RESTO DI TAYLOR
o

Proposizione 31.1. Siano f : D(f) — R una funzione e zo € D(f). Se f e derivabile
n + 1 volte in xq allora

f (nﬂ)(%) 1
R,(x;20) = | ———-F 4+ ()| (z — 20)""
(z; 20) (n+1)!+()( 0)
dove lim e(x) = 0.
T—T0
Dimostrazione. Le ipotesi su f implicano che le derivate f’,--- , f™ sono continue in

un intorno di xq. Il limite

lim

0 (]] — 1‘0)"+1

“won

si presenta nella forma indeterminata e applicando il teorema di de I’'Hopital n volte

si ha
o Ralma) o f@) = Palwin)
z—xo (:L‘ — xo)""’l T—xo (x — xo)”"‘l
o @) = P 1 @) = [P () S (o)
= lim = lim =
z=zo (n+ 1)z — zp) (n+1)! a—ao (x — z0) (n+1)!
da cui :
. (n+1
hm Rn<x7 xo) _ f (‘ro) — O .
0 (,CL' — ,]jo)nJrl (n + 1)‘
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Posto allora

~ Ra(z;30) Fr D (o)
e(x) = G—2) ™ nr1)

si ha l'asserto. O

e Si noti che se f™*Y(x4) # 0, dalla dimostrazione segue che
Ry(z;20) = O((z — o)™ ™) .

Proposizione 31.2. Sia f : D(f) — R una funzione di classe C™ in un intorno I(xg, )

di zg € D(f) e si supponga che per 0 < § < r esista fV) in (xg, o +09). Allora per ogni
x € (xo,T9+0) e per ogni funzione ¥ continua in [xo, x|, derivabile in (xy,x) con Y’ # 0,
esiste & € (xg,x) tale che

() = P(wo) fUI(E)
W'(€) n!
Dimostrazione. Sia x € (g, xo+ 0) fissato e sia ¥ : [xg, 2] — R come nell’enunciato. La

funzione f & derivabile n+ 1 volte sia in x che in ogni ¢t € (zg, z). Considerata la funzione
¢ : [z, ] — R definita da

nofk)
olt) = Pty — 1) = 3 (i)

(31.1) R,(x;x0) = (x =&".

si ha che essa e continua in [xg, x|, derivabile in (zg, ) e inoltre

@(xo) = —Rp(w;520) , () =0.

Applicando il teorema di Cauchy alle funzioni ¢ e 1, si ha che esiste un punto £ € (zg, x)

tale che
p(x) —p(zo)  ¥'(§)
. V(@) = dlwo)  ¥'(E)
o . () —(x0)
Rn(m’ ZL‘O) o ¢/(§) ¥ (5) .
Ora
no k)
¢'(t) = %Pn(x,t) = % kz:; f k'<t) (- t)k) _
A no g
n f(k—i—l) t . n f(k;) " .
T = ’f!() =il = 2 (k:—<1;' (@=1)
dove .
n (k+1) t . n+1 (h) " -
! k! - (v 1) h—k+1z(]f2—(1§l (z —1)
k=0 1
L f) n+1
3 IO gy L gy
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Allora
Al el n )
=2 ({L —(3! (=" + # =02 (i —(3! (x— )" =
Iy
da cui ¢< ) ¢( ) f( +1)(§)
Ra(320) = V(&) ol (z=8".

g

Osservazione 31.1. Nella formula (31.1) per 1(t) = x — ¢ si ha il resto nella forma di
Cauchy

Fr(E)
(31.2) R, (x;x) = 0 (x—&"(x—z09) , xo<E<uw,
mentre per ¥(t) = (z — t)"*! si ha il resto nella forma di Lagrange
(n+1)
(31.3) R, (x;20) = ]ETLTS') (. —z)"™ , zo<E<uz.

32. LA FORMULA DI MAC LAURIN
(0]

Sia f : D(f) — R una funzione derivabile n volte in xy = 0 € D(f). Si chiama formula

o sviluppo di Mac Laurin di ordine n di f la formula di Taylor di ordine n di f in zy = 0,
cioe la formula

fl/(o)

(n)
@1 f@)= )+ FOe+ D0y O

"+ R, (z;0) .

e La funzione f(x) =e® & di classe C°(R), inoltre f*)(z) = e*, per ogni k € N. Fissato
n € N, la formula di Mac Laurin di ordine n per tale funzione e:

(32.2) et D T R =3 4 R0)
. e’ = T+ —4 -+ — W(2,0) = — L(2,0) .
2 n! prt k!
Il resto n-simo nella forma di Lagrange e
Ry (230) ¢ gcg<y
L (250) = x , )
(n+1)!

Si osservi che

lim |R,(z,0)]=0.

n—oo
e La funzione f(r) = sinz @& di classe C®(R) e fZ+ (1) = (—=1)*cosx, f®¥(z) =
(=DFsinz, da cui f@**D(0) = (=1)%, f@¥(0) = 0 per ogni k € N. Pertanto nella
formula di Mac Laurin compaiono solo le derivate dispari.
Fissato n € N, poiché f2"+2)(0) = 0, la formula di Mac Laurin di ordine 2n + 2 &

$3 1'5 (_1)n

(32.3) Sinx:m—;‘f‘a‘f‘""f‘m$2n+1+R2n+2($50):
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~ (D'
- Ry, ;0) .
;@Ml)!x * Fana(:0)

Il resto (2n + 2)-esimo nella forma di Lagrange ¢

Rn 0) = (—1 ’n-‘rl& 2n+3 0< €<
2 +2(ZE, ) ( ) (2n+3)' x ) f x
ed ancora si noti che

lim |R,(z,0)]=0.

n—o0

e Anche la funzione f(r) = cosx & di classe C®(R) e f*V(z) = (=1)*!sina,
f@)(x) = (=1)*cosz, da cui fE**D(0) =0, f*"(0) = (—~1)* per ogni k& € N. Pertanto
nella formula di Mac Laurin compaiono solo le derivate pari.

Fissato n € N, poiché f2"+1(0) = 0, la formula di Mac Laurin di ordine 2n + 1 &

$2 1'4 (_1)n n
(324) COSJ]—]_—?—FZ—F +WI2 +R2n+1(I,O):

= Z %I‘Zk -+ R2n+1<17; 0) .
k=0

Il resto (2n + 1)-esimo nella forma di Lagrange ¢

" cos ¢ "
Ronia(2;0) = (= )mez L 0<E<u

ed ancora segue che
lim |R,(z,0)]=0.
n—oo
e La funzione f(z) = (1+ x)* ¢ di classe C®((—1,+c0)) per a € R. Per k € N &°

F9 () = k! (2‘) (14 2)°*

o (@)

Fissato n € N, la formula di Mac Laurin di ordine n é:

(325 (-t =1+ (‘f)w (j) - (z)x t Ro(a:0) =
—Z( )x + Ry(z;0) .

Il resto n-simo nella forma di Lagrange e

R, (z;0) = (nil) (14 gt 0<é<o.

da cuil

10g; definisce, per a € R e k € N,

(Z) _ a(a—1)~];:!(a—k+1) .
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Se |z| < 1 allora
lim |R,(z,0)]=0.

n—oo
1
e La funzione f(z) = T e di classe C* nellintervallo (—1,1) e per k € N &
-
f®)(x) = k(1 — 2)7F! da cui
190
Ko
Fissato n € N la formula di Mac Laurin di ordine n é:
1 n . - k .
(32.6) ——=ltattu —i—Rn(a;,O):;Ox + R (z;0) .
Si osservi che .
1—2"=(1 —:U)Zxk

k=0

ricavando cosi
1 n . ol
2. = .
(32.7) =) T
k=0
Ne segue allora, confrontando con la (32.6), che il resto n-simo e
xn—i—l
R,(z;0) =
(2:0) = —
1
e la (32.7) ¢ la formula di Mac Laurin di ordine n della funzione f(x) = . . Dall’e-
-z

spressione del suo resto si ottiene che, se |z| < 1, allora
lim |R,(z;0)]=0.
n—oo
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VII - I numeri complessi

In questo capitolo si costruisce un campo chiamato il campo dei numeri complessi e denotato
con C in cui ogni equazione polinomiale abbia soluzione. Si vedra che C contiene un sottoin-
sieme identificabile con I'insieme dei numeri reali e pertanto C si considera come I’ampliamento
di R (essenzialmente esso ¢ 'ampliamento di R mediante il numero (complesso) i che risolve
I'equazione 22 + 1 = 0).

33. LA CcOSTRUZIONE DI C

Il campo C dei numeri complessi & lo spazio vettoriale reale R? delle coppie ordinate di
numeri reali z = (z,y) € R? dotato della seguente operazione binaria

il prodotto “7 : R? x R*? — R? tra due coppie 21 = (1,¥1), 22 = (72,72) € R?
definito da

(33.1) 21+ 29 = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1) -
Questa operazione e
e associativa, i.e. per ogni 21, 2o, 23 € R% &
Zl'(ZQ'Zg):Zl'(ZQ'Zg),
e commutativa, i.e. per ogni 21,z € R? &
29k =229,

e csiste I'unita, i.e. esiste un elemento u € R? tale che per ogni z € R?

questo elemento & la coppia u = (1,0),
e ogni elemento z = (x,y) # (0,0) ha I'inverso, detto anche reciproco, i.e. per
ogni z # (0,0) esiste un elemento 2’ € R? tale che

Se z = (z,y), questo elemento 2’ &

o (= Y
x2_|_y2’ :EQ—I—yQ

ed ¢ denotato con z7 1.

Un numero complesso z &€ dunque una coppia di numeri reali z = (z,y).

e Il prodotto ci permette di definire il quoziente tra due numeri complessi z; = (z1,y1) e
22 = (22, 92) # (0,0) come

2 ~1_ (551332 + Y2 XToy1 — 561192)

T A% 2 2 > 2 2
) T3 + Y3 T3+ Y;
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e Nel prodotto il punto ¢ frequentemente omesso; ¢ facile verificare che la somma'® e

il prodotto hanno le seguenti proprieta: se zq, 29, w € C allora

W

z1+w = zo +w implica z; = 29;
ziw = zow, w # 0, implica z; = 2.
In particolare, in quest’ultima, se zo = 0 allora zyw = 0 per w # 0, implica z; = 0.
Sian e N, n>1. Se z, € C, 1 <k <n, per iterazione definiamo

sz—Zl—i— sz—zl

Inoltre, per ogni z € (C\{O}, definiamo
=(1,0) , 2"=z---z , n>1.
<~
n-fattori
eSe A={z€C:z=(z,0), € R} allora esiste una biiezione ¢ : R — A data da
p(x) =(z,0) , VzeR

cosicché identifichiamo il numero complesso z = (z, 0) con il numero reale z. In particolare
identifichiamo il complesso zero 0 = (0, 0) con il reale zero 0 e I'unita complessa u = (1, 0)
con l'unita reale 1.

e Dalla definizione del prodotto abbiamo
(0,1)(0,1) = (—=1,0) = -1
cosl il numero complesso i = (0, 1) ¢ tale che
it =—1
ovvero risolve in C I'equazione z?> + 1 = 0. Questo numero complesso & chiamato ’unita
immaginaria. Si noti che ogni numero complesso z € C si rappresenta nella forma!?
Z=T+ 1y
detta forma algebrica del numero complesso z. I numeri reali x e y sono rispettivamente
chiamati la parte reale e la parte immaginaria del numero complesso z e denotiamo
r=Rez , y=Smz
da cui
z=Rez+iqmz.
Notare che z = 0 se e solo se Rez = Smz = 0. Se Im 2z = 0 il numero complesso z &

un numero reale (z € R), mentre se Re z = 0 allora z ¢ detto un numero immaginario e
scriviamo z € iR.

e Il numero complesso
Z=x—1y
per z = x + iy e chiamato il coniugato di z; notare che
Rez=Rez , Smz=-Smz
HLa “somma” che da a R? la strutture di spazio vettoriale.

128 noti dapprima che yi = y(0,1) = (y,0)(0,1) = (0,1)(y,0) = 4y; allora z = (z,y) = (x,0)+(0,y) =
xz(1,0) + y(0,1) =z + yi = = + iy.
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e Z = z; inoltre

Z+7Z z2—Z
Rez = , Smz=—
2 21
quindi z € R se e solo se Z = z mentre z € un numero immaginario se e solo se Z = —z.
e Siano z,w € C, allora
o o Z z
z+w=z+w , zZw=zZw , — =—, wF#0.
w w

Dalla definizione della somma e del prodotto e facile verificare che

Re (z +w) =Rez+ RNew
Sm(z+w)=8mz+mw,
Re (zw) = (Re z)(Rew) — (Sm 2)(Smw)
SIm (zw) = (Re 2)(Smw) + (Rew)(Sm 2) .

e Il modulo di un numero complesso z € C e il numero reale non negativo
|z| =VzZ
che ¢ ben defintito perché

2Z7=Re2)* + (Sm=2)*>0.

Dalla sua definizione ¢ immediato che

e segue subito che!

[Rez[ <|z[ , [Smz|<|z].

e Il modulo di un numero complesso soddisfa alle seguenti proprieta'*
(1) per ogni z € C, |z| > 0 e |z| =0 se e solo se z =0,
(2) per ogni z,w € C, |zw| = |z| |w],
(3) per ogni z,w € C, |z +w| < |z| + |w]
cioe il modulo di un numero complesso definisce una norma in C.
B3Infatti

[Rez| = /(Re2)2 < /(Rez)2+ (Smz)2=|z|, |Smz|=+/(Sm=2)2</(Rez)2+ (Smz)? =z
14 :
Infatti

(1) |2]> = Re2)? + (Sm 2)? > 0 e vale 'uguaglianza se e solo se (Re 2)? = (Im2)? =0 < 2z =0.
(2) |zw]? = (zw)(ZW) = 2w(Z W) = (22)(wD) = |2]*|w]* da cui [zw] = |2] w].
B) lz+wPr=c+w)Eztw) =Ez+w)(Z+w) =2 +z0+Zw+ |w]? =

= |2* + 2Re (2 @) + |w]* < |2]* + 2|Re (2 )| + |w]? < |2 +2|2W] + |w]* =

= 2% 4+ 2|z| |w| + |w|* = (]2] + |w|)? quindi |z + w| < |2] |w]|.
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33.1. La forma polare di un numero complesso. Possiamo geometricamente iden-
tificare R? con il piano per mezzo di un sistema di coordinate ortogonale S = {O;x,y},
O = (0,0) = 0, cosicché ogni numero complesso z = x + iy = (x,y) abbia un unico punto
del piano che lo rappresenti e le cui coordinate rispetto a S siano x e y; quindi ci riferiremo
a C come al piano complesso. Sull’asse x rappresentiamo i numeri reali: quest’asse e
chiamato 1’asse reale; sull’asse y rappresentiamo i numeri immaginari: quest’asse ¢ chiam-
ato 1'asse immaginario. Sia 6 I'angolo (definito a meno di multipli di 27) tra l’asse reale
positiva e la semiretta uscente da 0 per z: dalla trigonometria,

r=rcosf , y=rsinf
dove r > 0 e la distanza di z dall’origine 0. Pertanto
(33.2) z =r(cosf +isinf)

detta la forma polare del numero complesso z. Notare che r = |z|; Pangolo 6 & detto
I’argomento di z e denotato con arg z; si ha

argz =0y +2kr , 0<60y<2r, keZ.

L’angolo 6, € chiamato 1"argomento principale di z usualmente denotato con Arg z. Percio
la forma polare (33.2) si scrive come

z = |z|(cosarg z + isinarg z)

o equivalentemente

z = |z|(cos Arg z + isin Arg z) .
Si verifica che

arg(zw) = arg z + argw ,
zaurgi =argz — argw
w
mentre
Argz + Argw = Arg (zw) + 2kn , k€Z,
Argz — Argw :Argi+2k7r , kelZ.
w

33.2. Le potenze intere e razionali di un numero complesso.
e Sian € N e z € C. Definiamo I'n-sima potenza di z come
(33.3) 2" == r"(cosnb + isinnf)
per z = r(cosf + isinf). Quindi

|2 = |z]" , argz"=nargz.
Quando |z| =1 e n > 1 abbiamo
(33.4) (cos@ +i sinf)" = cosnb + i sinnd

che ¢ detta la formula di de Moivre. Infine definiamo

zhi=— , neN, 2#£0.

e Sian € N, n > 2; per z € C risolviamo ’equazione
(33.5) =z,



VII - I numeri complessi 99

Si scriva
z=r(cos@+isinf) , (=p(cosy—+isiny)
cosicché deve essere
p"(cosng + 1 sinny) = r(cosf + i sin )
che e soddisfatta per
p=r , np=0+2knr,
per k € Z. Quindi I'equazione (33.5) ha le n soluzioni distinte

0+ 2k 0+ 2k
(33.6) Ck—w<cosu+isin:) L 0<k<n-—1
n n
chiamate le radici n-sime di z e denotate con z'/", i.e. /™ = {(y,---,C,_1}. Nel piano

complesso esse sono i vertici di un poligono regolare con n lati inscritto nel cerchio di
centro l'origine 0 e raggio /7.
In particolare le radici n-sime dell’unita sono

we = WP , 0<k<n-1

per
2r . . 27
W = COoS— 417 sIn— .

n n

L’'n-sima radice principale del numero complesso z e

A A
(33.7) V2 o= /7| (cos 8% 4 isin rgz) .
n

n

Per esempio

Vi=1 \"/—1:(303z + i sin .
n n

o Siano == ¢ Q con (Jm|,n) =1, n >0, e z =r(cosf +isinfh) € C, z # 0; la potenza
n

2m/m & definita da

6 + 2k 0+ 2k
(33.8) M= {pm (cosu + isinu) , 0<k<n-1
n n

che da n valori per la potenza 2™/™.

11 valore principale di 2™/™ &

33.9 Vzm o= |zm cosArgz —i—z’sinArgz .
(33.9) \

n n

Osservazione 33.1. Notare che (33.8) definisce la potenza 2™/™ come

Zm/n _ (Zm)l/n

e la definizione del valore principale (33.9) ¢ esattamente la radice principale n-sima di
2™, D’altra parte si potrebbe considerare

Zm/n — (Zl/n)m

e prendere come valore principale

(33.10) (/7)™ .
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Sebbene come insieme le due espressioni di 2™/" siano uguali, quando ne consideriamo i
valori principali, otteniamo numeri complessi differenti.
Per esempio consideriamo (—1)%3; dalle (33.8) e (33.9) abbiamo

(—1)¥? = ((—1)4)1/3 = ((cos + isinﬁ)4)l/3 = (cos 4m + isin47)'/? =

2k 2k
:(cosO+isin0)1/3:COST7T+z'sinTW , k=0,1,2
cosicché (—1)43 = {(, (1, (o} dove
<0:1: y <_1)47

2 1 3
C1:COS§7T+iSiH§7T:—§+§i,

4 1 3
ngcosgw+isin§7rz—§—§i.

D’altra parte abbiamo

—13 = Cos7r+isin7r1/3:cosw+isinw , k=0,1,2
3
dove /3
1 3
3—1zcosg+ising:§—l—7i

e dalla (33.10)
4 4 1 V3

4
(V-1)* = (cosg —i—ising) = cos§7r+isin§7r =5~ 72 # (o -

33.3. Le soluzioni di un’equazione di secondo grado in C. Si consideri ’equazione

algebrica di secondo grado

(33.11) az> +bz4+c=0 , abceC,a#0

e si decomponga
) , b ¢ b\ ¥ ¢
az+bz+c=alz+-2+—-|=al|lz+— | ——+—-| =
a a 2a 4a?  a

=a
Posto
n b
w=z+ —
2a
I'equazione (33.11) diventa
, b?—dac
w- — g
4a?
Pertanto per trovare le soluzione dell’equazione (33.11) dobbiamo determinare le
b —4
radici quadrate del numero complesso Tac' Si scriva in forma polare
a
b’ — 4 b — 4 b — 4
4—CLQCLC:T(COSH—|—iSin9) , T = 4—azac , 0=Arg (4—&2%) ,
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allora

+178In

2 2
w:\/_<cose+ km . 0+ /mr) k=01

cioe

2 2

w1 :\/?{cos (g+7r) + ¢ sin <g+7r>} = —wW .

Quindi le soluzioni di (33.11) sono

0 0
Wy = ﬁ(cos—%—z’sin—) ,

b n b
0= —— +w 2 =—— —W
0 % [ 1 % 0
ovvero
b 0 0
20:—2—a+\/?(cos§+isin§),
b cse—f—'s' 0
21 =—— —+/T|cos=+isin—=| .
! 2a 2 2

Notare che queste radici sono univocamente determinate da 6; inoltre, poiché!® 0 < 3 <,

0 1+ cosf 0 1 —cos@
cos— =+y/———— , sin- -
2 2 2

N 2

si ha

0 r+ A .0 /r—A

cos — = £ , sin— =
2 2r 2 2r
b — 4ac A o o .
per A = %eT, essendo cosf = —. In definitiva le soluzioni dell’equazione (33.11)
a r

sono

__£+ i\/r—i—A%_l\/r—A
0T T, 2 "NV T |
B b r+ A ,\/T’—A
b ()

Esercizio 33.1. Usando il principio di induzione, provare che per ogni z,w € C e per
ogni n € N si ha

n—1
2" —w" = (z —w) Z PRl
k=0

k

(z4+w)" = Z (n) ZFw™™*  (la formula di Newton) .
k=0

< T valeil segno “—" se T < 4 <
-2’ 2 2

N D

5Vale il segno “+” se 0 <
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34. Lo spAaz1io METRICO C
Definizione 34.1. Siano z,w € C. Si chiama distanza tra z e w il numero reale non
negativo
d(z,w) = |z —w| .
d ha le seguenti proprieta:

(1) per ogni z,w € C, d(z,w) > 0 e d(z,w) = 0 se e solo se z = w;
(2) per ogni z,w € C, d(w, z) = d(z,w) (proprieta simmetrica);
(3) per ogni z,w,u € C, d(z,w) < d(z,u) + d(u, w) (disuguaglianza triangolare).

e Si fissi zg € C. 1l disco aperto (o palla aperta) di centro zy e raggio r € l'insieme
B(zg,7) :={2€C:d(z,20) <r}={2€C:|z— 2| <r}.

Definizione 34.2. Sia A C C un sottoinsieme del piano complesso.

e Un punto zg € A & detto un punto interno di A se esiste un disco aperto B(zy, )
tale che B(zp,7) C A. L’insieme

A= {z € A: z ¢ un punto interno di A}
& chiamato V'interno di A. E ovvio che
AC A .

e Un punto zy € A ¢ detto un punto isolato se esiste un disco aperto B(zp, ) tale
che B(zp,7) N A = {2}
e Un punto zy € C e detto un punto di accumulazione di A se per ogni disco aperto
B(zo,7) si ha (B(zg,7) N A)\ {20} # (. L’insieme
A"={z e C: z & un punto di accumulazione di A}
e chiamato il derivato di A.

Definizione 34.3. Un sottoinsieme A C C e detto aperto se & 'insieme vuoto oppure se
A # (), ogni suo punto 2y € A & un punto interno, cioe¢ per ogni 2, € A esiste un disco
aperto B(zg, ) tale che B(zy,r) C A.

e Il lettore dovrebbe provare che A C C ¢ un sottoinsieme aperto se e solo se A= A.

Esempio 34.1.

(i) C & aperto.
(ii) Un disco aperto B(zp,7) ¢ un sottoinsieme aperto.
(iii) I sottoinsiemi A = {z € C: Rez > 0}, B = {z € C: Rez < 0} sono sottoinsiemi
aperti.
(iv) Il semipiano superiore HT = {z € C: Smz > 0} e il semipiano inferiore H- =
{z € C: 3m z < 0} sono sottoinsiemi aperti.

o I facile provare le seguenti proprieta per i sottoinsiemi aperti:

Proposizione 34.1.

(i) © e C sono sottoinsiemi aperti.
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(ii) Sia {A;}jes una famiglia di sottoinsiemi aperti di C, allora U A; & un sottoin-
jeJ
sieme aperto di C.

(iii) Se Aq,- -+, A, sono sottoinsiemi aperti di C allora ﬂ A; e un sottoinsieme aperto
j=1

di C.

Definizione 34.4. Un sottoinsiemte C' C C e chiuso se il suo complementare ¢ un sot-
toinsieme aperto di C.

Definizione 34.5. Sia A C C. La chiusura A di A ¢ l'intersezione di tutti i sottoinsiemi
chiusi C' che contengono A, i.e.
A= ﬂ C.

Cchiuso
CDA

E ovvio che
ACA.

o 11 lettore dovrebbe provare che A = A se e solo se A & un sottoinsieme chiuso.
e Sia A C C, il diametro di A e definito come
diam(A) := sup{d(z,w) : z,w € A} .
A ¢ detto limitato se diam(A) < oo.
e Le definizioni di sottoinsieme compatto e sottoinsieme connesso di C sono esattamente

come quelli del caso reale. Ancora come nel caso reale, un sottoinsieme A C C e detto un
dominio se A € un sottoinsieme aperto e connesso di C.

34.1. Successioni e serie di numeri complessi. Una successione di numeri comp-
lessi ¢ una funzione a : N — C; denotiamo con a, l'immagine a(n) e la successione
{ag, a1, - ,an, -} con {a,}nen, come usualmente si fa nel caso reale.

e Una successione {a,}n,en C C & limitata se esiste un numero (reale) L > 0 tale che
|a,,| < L for any n € N (notare che qui |a,| ¢ il modulo del numero complesso ay,).

e Diciamo che {a, },en converge a £ € C e scriviamo

lim a, = ¢

n—o0
se per ogni disco aperto B(, ) esiste n. € N tale che per ogni n > n, si abbia a,, € B({,¢).
I1 numero complesso ¢ & detto il limite della successione {a, }nen. Questo € equivalente a
scrivere

Ve>0 dn.eN : n>n. = Ja,—/{|<¢.
Notare che una successione {a, },en converge se e solo se
lim Rea,, =Rel , lim Sma, =Sml.
n—o0 n—o0

Se {annen C€ A C C converge e £ € A allora si dice che {ay, }nen converge in A.
E facile provare che ogni successione convergente ¢ limitata.
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Analogamente al caso reale si definisce in C la nozione di sottosuccessione di una succes-
sione {a, }nen; vale il teorema di Weierstrass, cioeé che da ogni successione limitata in C ¢
possibile estrarre una sottosuccessione convergente.

e Una successione di Cauchy in A C C & una successione {a, },en C A per cui per ogni
e > 0 esiste n. € N tale che per ogni n,m € N, n,m > n. si abbia |a,, — a,,| < .

Il lettore potrebbe provare che

e Ogni successione convergente in un sottoinsieme A C C & una successione di
Cauchy.

e Ogni successione di Cauchy e limitata.

e In C ogni successione di Cauchy e una successione convergente, i.e. C is a spazio
metrico completo.

e Una successione {a, }n,en € divergente e scriviamo

lim a, = 00
n—o0

se per ogni K > 0 esiste nx € N tale che per n € N, n > ng si abbia |a,| > K. Questo ¢
equivalente a
lim Rea, =00 , lim Sma, = .
n—oo n—oo
Le regole per i limiti delle successioni di numeri complessi rispetto alle operazioni di
prodotto per scalari, somma, prodotto e quoziente sono uguali al quelle del caso reale e
00

[ [14 2

similmente si hanno le forme indeterminate 0 e “—
00

e Analogamente al caso reale, definiamo una serie di numeri complessi
D an
n>0

e diamo la nozione di serie convergente e divergenta esattamente come nel caso reale.
Tutte le nozioni e criteri dati per la convergenza delle serie di numeri reali hanno il loro
analogo per le serie di numeri complessi, e.g.:

e criterio di Cauchy: una serie di numeri complessi E a, converge se e solo se
n>0
per ogni € > 0 esiste n. € N tale che per ogni n > n. e ogni m € N,

n+m

j{: ai| < €

k=n+1

e se una serie di numeri complessi 5 a, converge allora
n>0

lim a, =0;
n—o0o

e criterio del confronto: se esistono una serie di numeri reali non negativi con-
vergente E b, e ng € N tali che per n > ng si abbia
n>0

|an|fgbn
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allora la serie di numeri complessi Z a, converge;
n>0
e criterio del rapporto: se seistono k € (0,1) e ng € N tali che per n > ny

an+1

<k

Qn

allora la serie E a, converge. Se per n > nyg,
n>0

Ap+1
Qp

allora la serie Z a, diverge;
n>0
e criterio della radice n-sima: se esistono k € (0,1) e ny € N tali che per n > ng

Vlan| <k

allora la serie di numeri complessi 5 a, converge. Se per n > ng
n>0

Vian| > 1

allora la serie E a, diverge.
n>0

e criterio del rapporto nella versione di “limite”: sia

. An+1

lim

n—00

=/

Qn

(1) se £ <1 la serie Zan converge;
n>0
(2) se £ > 1 la serie Zan diverge;
n>0
(3) se £ =11l criterio ¢ inefficace e non & possibile alcuna conclusione.

e criterio della radice n-sima nella versione di “limite”: sia

lim {/|a,| =¢

n—oo

(1) se £ < 1 la serie Zan converge;
n>0
(2) se £ > 1 la serie Zan diverge;
n>0
(3) se £ =11l criterio ¢ inefficace e non & possibile alcuna conclusione.

34.2. 1l logaritmo e la potenza complessa. Premettiamo che la definizione del loga-
ritmo di un numero complesso avrebbe bisogno di maggiore teoria in quanto essa si basa
sui seguenti risultati non banali:

(1) se z =z + iy € C allora €* = e® %,

(2) se y € R allora € = cosy + isiny.
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Questi risultati si trovano dopo aver sviluppato gli argomenti delle serie di potenze e delle
funzioni analitiche in C, argomenti che esulano dal presente corso di Analisi Matematica
I. Si noti che, in particolare, dalla (2) segue

" —1=0

relazione che lega tra loro gli importanti numeri 0,1, 7, e,7. La (1) e la (2) si possono
riassumere in

e® = e"(cosy + isiny)
che e la forma polare del numero complesso e*. Quindi

le*| = e® ovvero |e*| = e%¢*

arge® =y ovvero arge®=Smz.

Inoltre

Ree* = e cos(Imz) , [me =M% sin(Im2) .

Si noti che se z; = x1 + iy; e 2o = x9 + 1y, allora

21

el =e? <= e"'(cosy; +isiny;) = e"(cosy, + isiny,)

ovvero
— X2 —
= e < T1 = T

COS Y1 = COS Yo
— y=1y+2knr, keZ.

siny; = sinys

In conclusione
z1

el =62 <= z=zn+12kn, keZ.

e Sia z € C, z # 0; vogliamo risolvere ’equazione
(34.1) e =z.
Se ( = & + i, scritto z in forma polare
z = |z|[cos(Arg z) + isin(Arg z)]
si ha che l'equazione (34.1) ¢ equivalente a

e*(cosn + isinn) = |z|[cos(Arg 2) + isin(Arg 2)]

quindi
¢t =z = ¢=logle,
e
cosn = cos(Arg z)
— n=Argz+2kr, keZ.
sinn = sin(Arg z)
Pertanto

¢ =logl|z| +i(Argz+2km), keZ.
Il numero complesso ( si chiama il logaritmo di z, z # 0, e si scrive

logz :=log|z| + i(Argz +2km), keZ.
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Si noti che esistono infiniti valori per il logaritmo di un numero complesso (non nullo) e
che log |z| € I'usuale logaritmo del numero reale (positivo) |z|. Si osservi che
iArg z

log z log |z|+i(Arg z+2km) __ elog;\z| eiArgz i2km

e%* =¢e e = |z|e

ovvero

log 2z

(& =Zz.

e Il numero complesso

Log z :=log |z| + iArg z
si chiama il logaritmo principale (o naturale) del numero complesso z # 0 e lo si indica
anche con In z. Il logaritmo principale di un numero complesso (non nullo) & unico.

e Siaa € C, a # 0. Per ogni z € C si definisce la potenza a* di base a ed esponente z con

(34.2) a® = el
Si ha
aF = e7 [log |a|+i(Arg a+2km)] _ ez(Loga—HQkTr) _ 6zLoga 6121@37r
dunque posto
w = 6i227r
e
af = ezLogawk )

Si noti che per ogni z € C il numero complesso

e? Loga

e unico e si chiama il valore principale del numero complesso a®. Si osservi che
e se 2 =m € Z allora w = e?™

principale ed e pertanto unico;

=1, quindi w* = 1 ed a? coincide con il suo valore

m

esez2€Q, z=—conm,n€Z,n#0,e (m,n) =1 allora
n

2mm .. 2mm

+ 2sIn

n n

6i2m7r/n

w = — COS

ovvero w ¢ una radice n-sima dell’unitd. Dunque w*, per k € Z, sono tutte radici
n-sime dell’'unita e di queste di distinte ce ne sono n. Pertanto in tal caso a* ha
soltanto n valori distinti;

e se z € R\Q allora w = ¢2*™ e i w*, per k € Z, sono infiniti valori distinti, dunque
in questo caso ci sono infiniti valori distinti per a*.
e Sianoa € C,a #0,1e z € C, z+# 0. Vogliamo risolvere ’equazione
¢
at =z .

Poiché
CLC — 6(10ga e oz —= elogz

si risolve I’equazione
egloga — elogz

la cui soluzione ¢
Cloga =logz+ 2kyw , ki €Z
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dove

log z + 12k = log | z| + i(Arg z + 2kom) + i2ky7m = log |z| + i(Arg z + 2k7) = log 2,
(ki,ky €Z, k =k, + ky € Z), i.e., poiché!'® loga # 0,

_ logz

~ loga

Il numero complesso ¢ cosi determinato si chiama il logaritmo in base a del numero
complesso non nullo z e si denota con log, z, cioe

165 ovvio che, dalla sua definizione, Re logz = log|z| e Sm logz = Argz + 2km, per ogni k € Z.
Allora log z = 0 se e solo se e logz = 0 e Sm logz = 0 cioe se e solo se log |z| =0 e Argz + 2km = 0.

La prima da |z| = 1 e la seconda Argz = —2kw, k € Z, la cui unica possibilita ¢ k = 0, i.e. Argz = 0.
Ne segue che logz =0 — z=1.
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VIII - Integrabilita di una funzione

In questo capitolo data una funzione continua f(z), ci si propone di determinare almeno una fun-
zione F'(x) la cui derivata sia proprio f(z) (problema della ricerca delle primitive di una funzione
f(z) o, come piu noto, il calcolo dell’integrale indefinito di una funzione f(x)). Successivamente
si definisce I'integrale secondo Riemann (anche comunemente chiamato integrale definito) di una
funzione f(z) e si stabilisce (tramite il teorema fondamentale del calcolo integrale) il legame tra
I'integrale indefinito e l'integrale definito. Si definiscono inoltre gli integrali generalizzati (o
impropri) di una funzione e, come applicazione di questi, si da un breve cenno sulle funzioni di
Eulero di I e II specie (le cosiddette funzioni gamma e beta di Eulero). Terminiamo il capitolo
con un legame tra le serie numeriche e gli integrali generalizzati.

35. PRIMITIVE DI UNA FUNZIONE

Sia f : D(f) — R una funzione continua. Ci si propone di studiare il seguente problema:
Esiste una funzione F': D(F) — R derivabile tale che F'(z) = f(x), per ogni x € D(f)?
Inoltre, se una tale funzione esiste, quante altre ce ne sono con la medesima proprieta?
Intanto

Definizione 35.1. Sia f : D(f) — R una funzione continua. Si chiama primitiva di f

(o} [e]

una funzione F' : D(F) — R derivabile in D(F'), con D(f) C D(F), tale che F'(x) = f(z),
per ogni x € D(f).

Definizione 35.2. Sia f : D(f) — R una funzione continua. Si chiama integrale in-
definito di f 'insieme

/f(x) de:={F:D(F) > R: F'(z)= f(z), x € D(f) CD(F)} .
Si osservi che se F,G € [ f(z)dx allora G'— F' = 0 in D(f), quindi se D(f) ¢ un insieme
connesso allora G — F ¢ costante in D(f). Dunque in tal caso, data una primitiva di f,
F:D(F)— R, siha
/f(:c)dx: {G:D(f) > R:G(z) = F(z) +¢, ceR}.
Pit semplicemente si scrive

/&@szFumm ceR.

Se f € CYD(f)) allora la funzione derivata f’ ¢ continua in D(f) ed ¢ ovvio che f & una
primitiva di f" e se inoltre D(f) & connesso si ha:

/f@ﬂxzﬂ@+c, CeR.

Siano F' e G due primitive rispettivamente delle funzioni continue f e g. Se A C D(f) N
D(g) allora, dalla linearita della derivata, per ogni scalare A\, u € R, la funzione \F' + uG
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e una primitiva di Af + ug in A. Pertanto se A & connesso, si ha

JOr+ug@)ds=x [ fw)ds + [ gta)da,

cioe I'operazione di integrale indefinito € un’operazione lineare.

Esempio 35.1.
(i) Sia f(z) una funzione costante, f(z) = a, a € R, allora

/adx:aa:—l—c, ceR.

Infatti la funzione derivata della funzione C*(R) F(z) = az, ¢ F'(z) = a.

(ii) Per ognin € N

xn+1
/w”dac: +c, ceR.

Infatti per ogni n € N la funzione derivata della funzione C'*°(R)

e F'(z) =a".
Di qui si ricava l'integrale indefinito di un polinomio.
(iii)
/cosxdxzsinz%—c , /sinxdx:—cosx+c , ceR.

Infatti le funzioni derivate delle funzioni C*°(R)
F(z) =sinx , G(z)=—cosx,

sono rispettivamente F'(x) = cosz, G'(z) = sinx.

(iv)

Infatti la funzione derivata della funzione C*°(R)

a
F =
(z) log a
e F'(z) =a”.
v)
dx
/ =arctanxr+c¢ , ceR.
1+ 22
1
Infatti la derivata della funzione C*(R) F(x) = arctanz & F'(z) = T Si
x

osservi che anche la derivata della funzione G(x) = —arccot z & la funzione F'(z) e
quindi F(x) = arctanx e G(z) = —arccot = differiscono per una costante: ¢ facile

. ™
verificare che arctan xr = —arccot x + §
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(vi)

/ e nx -+ eR
———— =arcsinz+c¢ , c :
V1—a?

1
Infatti la derivata della funzione C*((—1,1)) F(x) = arcsinz ¢ F'(z) = ——.

(-1.1)) Fla) @) =

Analogamente a quanto descritto al punto precedente, si osservi

1
che la funzione G(x) = — arccosx ha per derivata la funzione G'(z) = ———,
dunque F(z) = arcsinz e G(z) = — arccos z differiscono (nell’in-

tervallo (—1, 1)) per una costante: ¢ facile verificare che tale costante & g

(vii) Sia f € C*(A) per A C D(f) aperto e connesso e sia n € N, allora
/ ]- —+1
" = — f" R A
/f(fc)f(x)dfb’ n+1f (x)+c , ceR, Vre

Infatti la funzione derivata della funzione C*(A)

1

F — n+1

(#) = )

b F(x) = () f'(x).

Pill in generale si ha che se f(z) > 0in A (e f € C'(A)), allora per ogni « € R si

ha
1

a+1

/f(l‘)af/(w)dx: fl@)* ' +¢c | ceR VzeA.

(viii) Sia f € C'(A) una funzione non nulla nell’insieme aperto e connesso A C D(f),
allora

f)
/f(x)dmlog‘f(x)Hc , ceER VzeA.

Infatti se f(z) > 0 in un aperto B C A allora la funzione derivata della funzione
/
(di classe C1(B)) F(x) = log |f(z)| = log f(z) ¢ F'(z) = %, mentre se f(x) <0
x
in un aperto B C A allora la funzione derivata di

F(z) = log|f(z)] = log(— f(x)) & F'(x) = :];g)) N J;g))

e Diremo che una funzione F : [a,b) — R ¢ derivabile in a se esiste finito il limite

lim —F(x) — Fla) .

r—a+ r —a

La derivata di F' in a € il numero
F(zx)—F
F'(a) = lim Flz) -~ Fla) :
z—at r—a
Questo implica che F' ¢ continua in a. Si noti che se F' & anche derivabile in (a,b), questo
permette di definire una funzione F : (a,b) — R, con (a,b) D [a,b), derivabile in (a,b)

tale che F wpy = Fe F'(a) = F'(a).
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Analogamente una funzione F : (a,b] — R & derivabile in b se esiste finito il limite

Iim F(z) — F(b)
r—b— xr — b
e la derivata di F' in b ¢ il numero
F - F
F(b) = lim L8 =FO)
T—b— xr — b

Inoltre F' & continua in b ed anche in questo caso, se F' ¢ anche derivabile in (a,b), si
definisce una funzione F : (a,b) — R, con (a,b) D (a,b], derivabile in (a,b) tale che
Fl = F e F'(b)=F'(b).

Come conseguenza, una funzione F': [a,b] — R & derivabile in a e in b nel senso descritto

sopra ed & quindi possibile avere F' derivabile in [a, b]. Possiamo allora parlare di primitiva
F :a,b] — R di una funzione continua f : [a,b] — R.

Proposizione 35.1 (formula d’integrazione per parti). Siano f, g: A — R, con A
connesso, due funzioni continue in A. Se g € CY(A) e F ¢ una primitiva di f, allora

[ 1@ e = P - [P
Dimostrazione. Fg e C'(A), e

/ (Fg)(z) dz = F(z)g(x) +c

d’altra parte, dalla regola di derivazione del prodotto e dalla linearita dell’integrale in-
definito, si ha che

/ (Fg)(z) dz = / (F(2)d(z) + F'(2)g(x)) dz =

_ / Fla)g(2)de + / F(@)g(x) dz

da cui si ricava la formula d’integrazione per parti

/ f(2)g(x) dz = F(x)g(z) - / F(a)g (z) d

(avendo conglobato la costante —c nell’integrale indefinito del secondo membro). U

Esempio 35.2. Calcolare l'integrale indefinito

/logxdx.
/logxdx:/1~logmdx;

applicando la formula di integrazione per parti si ha

1
/logxdx—xlogx—/x—dx—xlogx—x+c.
x

Si consideri
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In modo analogo si calcola I'integrale indefinito
/ arcsin zdzx .
Esempio 35.3. Calcolare gli integrali indefiniti
/sin2 xdr e /C082 xdx .
Usando la formula di integrazione per parti si ha:
/sin2 rdr = /(sin x)(sinz)dx = (—cosx)sinz — /(— cosx) cosx dr =
= —sinxcosx + /coszxd:v = —sinxcosx + / (1 — Sin2x) dr =

= —sinxcosz + /d:c — /sin2xd:z;
da cui si ricava

2/sin2xdx = —sinzcosz+x+c
e quindi

1

/sinzxda: =35 (r —sinxcosx) +c.

Analogamente per il secondo integrale proposto si ha:
/cos2 xdr = /(cos x)(cosz)dr = sinxcosz — /sin x(—sinz)dr =
=sinx cosx + /sinza:da: =sinxcosx + / (1 — cos? x) dr =
=sinzcosx + /dx — /cos2xdx
da cui si ricava
2/cos2xdx =sinxcosxr +x +c¢

OVVero )

/COSzxde’ =3 (x 4+ sinzcosx) + c.
Esempio 35.4. Trovare una formula iterativa per i seguenti integrali indefiniti:

I, = /sin”xdw e J,= /cosnxda:
per n > 3.
Si osservi che Iy = x+c¢, I; = —cosx + c e I, e stato calcolato nell’esempio precedente.

Per n > 3, dalle proprieta delle potenze e usando la formula di integrazione per parti, si

ha:
I, = /sin" rdr = /sin”_2 r sin® v dr = /sin"‘2 x (1 —cos’z)dr =
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=1, 5— /sin"‘2 reoswdr = I,_oy — /(sin"_2 x cosx)cosxdr .

Si osservi che

on—2 _ d 1 ;aon—1
Sin Xr COST = — S1n X
dr \n—1

e quindi
1
I, =1, 5— 7 (sin”1 T CosT + /sin”1 xsinxdx) =
n _
=1, 9— (sin”’1 TCcosx + In)
da cui
n 1
L, =1, 95— sin" 'z cosx |
n—1 n —
dunque per n > 3
1
I, =— [(n —1) I, —sin" 'z cos x} .
n

Per l'integrale J,, si osservi che Jy = x+c¢, J; = sinx+c e J; € stato calcolato nell’esempio
precedente. Per n > 3, operando come per [, si ha:

Iy = /cos” rdr = /008”2 xcos’ xdr = /008"2 r(1 —sin®z)dr =

=Jyo— /008"2 rsinfzdr = J, o+ /(— cos" 2 wsinz),sinz dr .

Si osservi che

d 1
— cos" 2rsing = cos" x|

dr \n—1
quindi
1
Jpn=Jp_o+ 1 (cos”1 rsinr — /cos"1 T COST dx) =
n J—
= Jp_o+ (cos”_1 rsinz — Jn)
n J—
da cuil
1
n Jp = Jp_a + cos" lxsinz,
n—1 n —
dunque per n > 3
1
Jo==[(n—1)Jy_s+cos" " wsinz] .
n

Proposizione 35.2 (formula d’integrazione per sostituzione). Sia f € C°(A) con
A connesso, e sia ¢ : B — A una funzione biunivoca di classe C' nel connesso B. Allora

/f(x) dx-/f(gp(t))gp’(t)dt . dove x = (1) .
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Dimostrazione. Sia F' : A — R una primitiva di f (F € C*(A)) e si consideri la funzione
G : B — R data da G(t) = F o p(t): allora G € C'(B) e

/G’(t)dt:G(t)+c , ceR.

Ora G'(t) = F’(go(t))@’(t) = f((p(t))go’(t) e quindi

/f(gp(t))go'(t) dt = F(p(t)) +c=F(z) +c= /f(x) dx
che da la formula d’integrazione per sostituzione

Esempio 35.5. Calcolare gli integrali indefiniti

0
dx
I = e cos(log x)
V-1 / &
Per I si ponga t = /7, da cui z = t? ovvero ¢(t) = t* (questa funzione ¢ invertibile
ad esempio per t > 0) e di conseguenza ¢'(t) =
Allora

2t (di classe C! nell’intervallo (0, +00))

I dx :/ 2t dt:2/t—1+1dt:
VT —1 t—1 t—1

:2(/dt—|—/ti—tl) =2(t+loglt —1]) +c=2(Va +logVz) + ¢

Per l'integrale indefinito J si pone t = logx da cui x = e’ = p(t) e ¢'(t) = €'; dunque
J = /cos(log:v) dx = /et costdt = e’ cost + /etsintdt =

=e cost—l—etsint—/etcostdt:et(sint—i-cost) —J
da cui

1 1
J = 5 e'(sint + cost) + ¢ = 5 zlsin(log z) + cos(logx)] + ¢ .

Si danno adesso delle regole di calcolo per determinare le primitive di alcune funzioni
non elementari.

35.1. Integrali di funzioni razionali fratte. Si chiama funzione razionale fratta una
funzione f(x) = pExi quoziente di due polinomi
q(x
Sia

f(a) = ——

ax?+bxr+c
con A = b?— )

4ac < 0. Per determinare una primitiva di tale funzione si osservi che, posto
A? = —A >0, sihal”

2ax + b 2+1
A .
o 2 2
17‘1332"‘[’554'0:&(562—1—2:6—1-2)za(:cz—i—Z:c—i—b b c):

12 12 T a
b\’ b2 +4ac] 1 s o A2 |20z +0Y

A2
ax’ 4+ br+c="—
4a

4a
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Si pone allora

. 2ax +b
A
cio¢ si considera la funzione di classe C! e invertibile x = p(t), per
A b
)=t ——.
e (t) 2a 2a

A
Allora ¢'(t) = 5 & dalla formula d’integrazione per sostituzione (cfr. Proposizione 35.2),
a

dx 2 dt
d p— —_— = — —_—
/f(x) o /am2+bx+c A/t2+1

2 2a:1:+b)
= — arctant+c = +c.

A \/%_A arctan (ﬁ

Sia ora f(x) = ]% una generica funzione razionale fratta. Posto gr(p(x)) il grado

q(x
del polinomio p(z), se gr(p(x)) > gr(q(z)) allora si esegue la divisione tra p(z) e g(x)
ottenendo

p(x) =m(x)q(z) +n(z) dove gr(n(r)) < gr(q(z))

/%%m:/m@m+/%%w

cioe tutto e ricondotto al calcolo di un integrale indefinito di una funzione razionale fratta
il cui numeratore abbia grado minore del denominatore.

Sia dunque f(x) = % con gr(p(z)) < gr(q(z)).

da cui

In generale ¢(x) ha radici reali e complesse coniugate: siano xy,---, x5 € R quelle reali
e distinte e sia m; € N la molteplicita di x; per 1 <1 < h; allora

q(r) = a(x —x)™ - (x — zp)™ (a1 2° + bz + c1)™ - - - (ap2® + b + )™

dove, perogni 1 <j <k, e A; = 6]2- —4ajc; < 05 si noti che

gr(q(z)) = Zml + Qan :

In tal caso si determinano delle costanti A, € R, per 1 < i < h, B; e C; € R, per
1 < j <k, eun polinomio s(x) con gr(s(m)) = gr(q(m)) — h — 2k — 1 in modo che sia
soddisfatta 'identita:

h
A; B; (2a. b.
(35.1) @:Z +Z{ s +ngaﬂ:+J)]
q() = T L +bjx+c¢;  a;a?+bjx+ ¢
+d
dx

s(z)

(3 : )
H(x — )™ (a2 + bjz + ¢;) 7!
i=1 j=1
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E ovvio che, determinata tale decomposizione, si ha

h k
p(l’) QB] QCL]'ZE + bj
——~dr = E A;log |x — x;| + E ——— arctan | ——— | +
/ a@) 5 = /=4, —A

k
+ Z Cjlog(a;z* + bjx + ¢;)+

J=1

s(x)

T k
H x—x;)" 1H (a;z® + bjx + ;)™ !
i=1

Jj=1

+c.

Osservazione 35.1.

(i) Se ¢q(z) ha soltanto radici reali e complesse coniugate semplici (i.e. my = --- =

mp =1, ny =--- =mn, = 1) allora la decomposizione (35.1) diventa:
h k
_ Z Az X Z Bj X Cj (2ajx + b]>
Hr-m o ajx? +bjx+c;  ax?+br+cl’

percio I'integrale indefinito in questo caso é:
h k
p(x) QBJ QGjZE + bj
——dr =) Ajlog|r —x;| + arctan | ———— | +
/ q(x) ; ; VEIN NEYN

+ Z Cjlog(a;x* + bjx +¢;) .

j=1

(ii) Se q(z) ha soltanto radici reali con molteplicita i.e.

q(z) = a(z — 21)™ - (x — z3)™

allora I'identita (35.1) diventa:

h
p_x inlle (Hh . mi_1>

i=1 z‘:1(55 — ;)

)
con gr( (x ) = (q ) — h—1. E ovvio che, determinata tale decomposizione,
si ha

h

]Lx) oglr —x s(2) c
/q(x) ZA o8| I [T (& — a;)mi—t e

Se q(z) ha soltanto radici reali semplici (i.e. my = --- = my, = 1, quindi gr(g(z)) =
k) si determinano delle costanti A;,--- , A, € R tali che sia soddisfatta I'identita:
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e l'integrale indefinito e

h

p(@)

——~dr =) Ajlog|lr —ax;|+c.
/ q(x) ;

(iii) Se q(x) ha soltanto radici complesse coniugate con molteplicita, cioe

q(z) = (@1$2 + bz +c)" (akxg + brx + c)"*
dove, perogni 1 < j <k, e A; = b? —4ajc; < 0, allora I'identita (35.1) diventa:

QT _Z X C’j(2ajx+bj) I
q(z) - a;r? +bx—i—c] a;jz? +bjr + ¢

i)

k
H(aj:c2 +bjx+¢;)" !
=1

_|_

con gr(s(z)) = gr(q(z)) — 2k — 1. E ovvio che, determinata tale decomposizione,
si ha:

k
p(x) 2B; 2a;x + b; 5
——~dr = arctan | ——="| + C;log(a;x" + bjx +¢;)| +
/q(x) ]Z_; [,/—Aj VA, ’ ’ ! !
s(z)
. +c.
l_I(CLj:r2 + bz 4 ¢;) !
j=1
Se q(x) ha soltanto radici complesse coniugate semplici (i.e. ny = --- =ny = 1)

allora si decompone:

i + Cj(2dj$+bj)
= +ba:+c] ajx?+bjx+c¢j|

L’integrale indefinito e allora
k
x 2a;x + b;
arct 7| +

+C;log(ajz® + bjz +¢;)] +c.

35.2. Integrali abeliani. Si chiama integrale abeliano un integrale della forma

/R(m, y) dx

dove y & una funzione algebrica di x, cioe soddisfa ad un’equazione p(x,y) = 0, per p
polinomio nelle variabili x e .



(1)

(2)

(3)
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Si consideri I'integrale abeliano
I = /R(m,\/l —a2)dx .

Con la sostituzione

11—z s l—x
t= ovvero t° =
1+=z 1+=x

si ha
1—t 4t
= =pt) — "t = - ———
=1 e 7 (t) 1+ 2)2
42
el_in(H—t?)? Dunque

1—¢2 2t 4t
=— | R dt .
/ (1+t2’1+t2> (14 12)2

Si consideri I'integrale abeliano
I = /R(m,\/x2+a)dx

per a € R, il quale ¢ sempre definito per a > 0; invece se a < 0 I'integrale ¢ definito

perx < —y/—aex >/ —a.
Per un integrale di questo tipo si determina ¢ € R in modo che

(t+z)=2*+a.

Allora
—t*+a *+a
= = ot "t) = ———
t?
elt+z| = 24;@" Dunque
I= [ R0+ o) ¢ 0 -
—t*+a [P +a|]\ P +a
= — dt .
/R( 2t 7| 2t ) 2t2

Si consideri I'integrale abeliano
I= /R(m, Vazr? +bx +c)dx

per a,b,c € R, a # 0. Se A = b?> — 4ac < 0 allora tale integrale non & definito
per a < 0. Se A = 0ea > 0 allora ar? + bz + ¢ & un quadrato e quindi la
funzione R(z,vax? + bx + ¢) ¢ razionale. Se A > 0 e z; < x5 sono le radici di
ax® + bx + ¢, 'integrale ¢ definito per < 27 e > 5 se a > 0 mentre & definito
per z1 < x < 29 se a < 0.
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(a) Sia a > 0, allora'®

2ax +b 2
21 = A
axr® +ox + ¢ 2\/5 +

A
dove A = I Posto

a
2ax + b
2v/a
si ha che
1 b 1
r=tmgmme) = )=

Si e allora ricondotti a

I=/( ), Vap(t)? + bo(t) + )s@’(ﬂdt:

=) () a

che ¢ un integrale del tipo trattato in (2).
(b) Se a < 0 (e per quanto detto all’inizio deve essere A > 0) si ha'?

axz—l—bav—l—c——é 1— “2az b 2
 4a VA

Y

posto

si ha che

xz—%t—%zgp(t) = w’(t):_f.

Si e ricondotti a

1=/( t), ap(t)? + b(t) + )w’(ﬂdt:

B2 b2 b \*  dac—b? 20z + b\  —A
18 ,.2 2
b = b —— = = —_—
av” +be + = (Var) +bot - g+ (\/a:Hz\/a) R < 2/a )
Bposto a1 = —a > 0,
b2 b2
ax2+bx+c——(a1x2—bx—c)——[( alx)Q—bx+4a1—4a1—c}—
— | vare- b 2_b2+4a10 _ 2a1x — b +b2+4alc
2 Jar 4a, 2 /ar day
b% +4 A A
dove in tal caso, essendo A > 0, & teme A > 0; posto A? = — si ha
day Ay 4ay
A 2a,2 — b\ 2a,7 — b\
2 b = — 1 — ! - A2 1 - L .
axr® +bx +c 1a; \/E 2A\/E
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2 r{ 3 i)

che & un integrale del tipo (1

35.3. Integrali trigonometrici. Sia
I = /R(cosx,sinx) dx

con R(cos x,sin z) una funzione razionale in cosz e sinz. In tal caso si usa la sostituzione

t=t L
= tan —
2
da cui
2
= 2arctant = p(t) = ¢'(t)= .
x arctan o(t) ©'(t) e

Si ottiene allora®’

[ / R(cos o(t), sin o(t)) (1) dt — / R(

dt .

1—t* 2t 2
1+t2714+¢2) 1+ ¢t2

35.4. Integrale differenziale binomio. Si chiama integrale differenziale binomio 1'in-
tegrale

Lny = / 2™ (a + ba™)P da

cona, beR, a, b#0em,n,p € Q.

r r
(1) SepeZem= —1, n = -2 con s1, 82 # 0 e le coppie (71, s1), (2, s2) costituite da
S1 S92
interi primi fra loro, allora, per s = s159, si pone

=)=t
da cui ¢/(t) = st*1, 2™ = "152 ¢ " = {"2%1 quindi

Iynp =5 /(a § ptreen)p gstrise=l gy

che ¢ un integrale di una funzione razionale fratta.
r
(2) SlapeQ\Z,conp=—,s#0er, s primi fra loro; se
s

(a) Sem—i—l

€ Z si pone

t*—a\""
a+br" =1t <= x:go(t):( )

1+ cosx 1—cosx —CosST 1 —¢2
20Da cos + da cui cosx = esinr =
V 1 + cosx 1+ ¢2

V1—cos?x=|1— (1_t2)2

(1+12)2 1+t2
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N o g\
da cui ¢'(t) = bi ( ; a) N ( ; a) e (atba")’ =P =1".
mn

Pertanto
m+l

t% — "
[m,n,p = % tr+s—1 ( b CL) dt

che ¢ l'integrale di una funzione razionale fratta.

m+1
(b) Se p+ i € Z si pone
n
a+ bx™ a \'"
t°=—— = =)=
s () <t8 — b)
14 m/n
s a \" a
da cui ¢'(t) = —— 57t ™ = ba" )P =
i) = -2 () e e = () @
a \?
"t = t". Quindi
p+mH 41
s a n
Lyny=—— st
P an (ts — b)
che ¢ l'integrale di una funzione razionale fratta.
: m+1 m+1 . . o
In conclusione, se uno almeno tra p, , D+ ¢ intero allora e possibile trovare

una sostituzione che permetta [’espressione esplicitandella soluzione dell’integrale differen-
ziale binomio I, ., mediante la composizione di funzioni elementari. Chebishev ha di-
mostrato che questi sono gli unici casi per cui cio avvenga per un integrale differenziale
binomio.

36. INTEGRALE SECONDO RIEMANN
Sia f : [a,b) — R una funzione definita e limitata®* in [a,b). Si suddivida [a,b) in
sottointervalli [z;_1,x;), 1 <i < n, in modo da ottenere la seguente partizione A di [a, b)
A 1 a=zg<t1<T9< - <Tp1<T,=20b.
Poiché f ¢ limitata in [a, ), gli estremi

m;= inf f | M;= sup f

[mi—lami) [l’iflzxi)

esistono finiti per 1 <4 < n. Si considerino allora le somme (dipendenti da A)

SA = Zmz(xz - %71) , Sa = Z Mz(% - xi71>
i=1 i=1

rispettivamente dette somma inferiore e somma superiore secondo Riemann della funzione
f rispetto a A; chiaramente sp < Sa. In questo modo si determinano due insiemi di

2IRagionamenti analoghi a quelli che seguono si fanno anche nel caso in cui la funzione f sia definita
e limitata in [a, b] oppure in (a,b] o in (a,b).
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numeri reali {sa : A partizione di [a,b)} e {Sa : A partizione di [a,b)}. Se si seleziona
un punto T € (z;-1,;), si ottiene una nuova partizione A di [a, b),

A 1 a=xp<m < <Ti 1 <T<H; << Tp1<xTp=Db.
Poiché dalle proprieta dell’estremo inferiore e superiore
m; < inf~)f,mi§inff e M;> sup f, M;>supf,

[2; 1,7 [Z,z:) [zi_1,%) &%)

ne segue che sy < sx, Sa > Sx. Siano sar € {sa}, Sar € {Sa}: se A" ¢ la partizione
A" = A"U A" allora
sar < sam < Sam < San
e dunque
SA/ S SA// .
Pertanto gli insiemi {sa : A partizione di [a,b)}, {Sa : A partizione di [a,b)} formano
una coppia di classi separate in R e percio
1. supsa < Sa, igf Sa > sa per ogni A (i.e. sip SA, igf S esistono finiti),

A
2. sup sa < inf Sa.
A A

Definizione 36.1. Sia f : [a,b) — R definita e limitata in [a,b). Si chiama integrale
inferiore (secondo Riemann) di f su [a,b) il numero reale

f(z)dx = sup sa ;
A

/Lbf(x)dx.

Si chiama integrale superiore (secondo Riemann) di f su [a,b) il numero reale

/ f(z)dx = inf Sa ;
[a.b) A

[a,b)

esso si indica anche con

esso si indica anche con

Dalla definizione si ha che

Definizione 36.2. Una funzione limitata f : [a,b) — R si dice integrabile secondo Rie-
mann in [a,b) se

(x)dr = f(z)dx
[a,b) [a,b)

e il numero reale

/ feytr= [ f@ae= | e

[a,b)

si chiama integrale secondo Riemann di f su [a,b).
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f si chiama la funzione integranda, a e b si dicono gli estremi di integrazione e x ¢ la
variabile di integrazione. Se f ¢ una funzione limitata in [a, b] oppure in (a,b] o in (a,b),
in modo simile a quanto visto sopra, si definisce 'integrabilita secondo Riemann di f in
[a, b] oppure in (a,b] o in (a,b).

Esempio 36.1.

(i) La funzione caratteristica x[, ) di un intervallo [a, b) € integrabile secondo Riemann
in [a, b). Infatti per ogni partizione A di [a, b) si ha { inf )X[a w =1, sup x,, =
Ti—1,T; ’ [i—1,25) ’
1 da cui
SA — SA =b—a
e quindi

b b
/X[ab)(x)dx:supsA:b—a:jnfSA:/X[ab)<x)dx
a ' A A a )

ovvero

b
(36.1) / Xy (T)dT =b—a .

(ii) Si chiama funzione semplice una combinazione lineare finita di funzioni caratteri-

stiche di intervalli
m

(36.2) o) =Y AiXp, (@)

j=1
dove [a;,b;) N [ag, by) = 0 per j # k. Possiamo supporre (eventualmente rinume-
rando gli intervalli [a;, b;)) che sia b; < a;41, 1 <7 <m — 1, cosicché

ap <by <ay<by < o <amo1 <bmo1 < Ay < by,

Una funzione semplice € integrabile secondo Riemann e si ha
b m
(36.3) / o(x)dr = Z Ai(bj —ay) .
a le

Infatti si ponga a = ay, b = b, e sia A una partizione di [a, b),
A 0 a=zg< < <Tp1<T,=Db.
Allora per ogni 1 < j < m esisteranno k;,7; € N tali che (24,451, Tr,4) € A, per
0<s<rjewy 1< a; <y, Tgr,—1 < bj < g4, La partizione A determina
(a) una partizione A; di [a;, b;) nel modo seguente:
Aj o ray <apy < T < < T2 < Thypr -1 < bj
da cui segue che
r;j—1
sa; = Nj(wr, —aj) + Z Aj(@hjrs — Thyps—1) + Aj(0) — Thjpr;—1) =
s=1
= Xj(b; —a5);.
Allo stesso modo
Sa; = Aj(bj — aj) ;
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(b) una partizione A di [a, b) nel modo seguente:

A a:a1:x0<x1<---<xkj,1§aj<xkj<xkj+1<---<

< Thj4r;—1 < bj < Thjtr; < <b,=0.

Si noti che @‘5\ U A = 0 e dunque
1<5<m
m m m
S = sa, =Y Nlbj—aj) =) Sa =55
j=1 j=1 j=1
Siccome
sx <supsa < iIAlfSA < Sx =83
A
si ha che

£ ey = [ () di = 55

Osservazione 36.1. Ci sono funzioni limitate che non sono integrabili secondo Riemann,
ad esempio si consideri la funzione f : [0,1) — R data da

ovvero la (36.3)

1 per z razionale
flz) =

0 per z irrazionale .

Per ogni partizione A di [0,1) € sp =0, Sa = 1 e dunque

0 :/Llf(x) dx <Zf(x) dx .

Valgono i seguenti fatti:

Proposizione 36.1.

(a) Una funzione continua in un compatto [a,b] é ivi integrabile secondo Riemann.

(b) Una funzione limitata e monotona in un intervallo [a,b) ¢é i integrabile secondo
Riemann.

(¢) Una funzione limitata in [a,b) con un numero finito di discontinuita in |a,b) é ivi
integrabile secondo Riemann.

e Si indica con R([a, b)) l'insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann in [a, b). Dal
punto (c) della Proposizione 36.1 segue che

Osservazione 36.2. Se f ¢ continua e limitata in [a,b) allora f € R([a,b)).

Infatti in tal caso f € una funzione limitata in [a, b) priva di discontinuita.

Poiché f ¢ limitata, non puo essere lim f(z) = +o0o0. Se lim f(z) = ¢ allora f ammette
b~ T—b~

I'estensione continua f* : [a,b] — R data da
fl@) . z€lad)
fr(x) =
14 , x=>.
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Il lettore raffronti con attenzione il punto (a) e I’Osservazione 36.2 precedente con la
seguente:

Osservazione 36.3. Se f ¢ continua in [a,b) allora non ¢ detto che f sia integrabile
1
secondo Riemann in [a, b). Infatti sia f(x) = — per € [~1,0): essa € continua in [—1,0)

ma non e limitata, quindi non e possibile definire 'integrale secondo Riemann di tale
funzione sull’intervallo [—1,0).

Si dimostra che

Proposizione 36.2.
(1) Se f,g € R([a,b)) e f(x) < g(x) per ogni x € [a,b) allora

/f m</(@m.

(ii) Se f,9 € R([a,b)) e A\, u € R allora \f + pg € R([a,b)) e

[ orsng@ar=x [ s p [ g
(iii) Se f,g € R([a,b)) allora fg € R([a,])) e

[ Vet io < ( [ rwa)" ([ #ea)

(iv) Se f € R([a,b)) allora anche |f| € R([a,b)) e

/vrm

(v) Se f € R([a,b)) e [c,d) C [a,b) allora f € R([c,d)).

Osservazione 36.4.

(i) Esistono funzioni f ¢ R([a,b)) per cui invece |f| € R([a,b)). Infatti si consideri
f:0,1) — R definita da

1/2

x)dz

1 per x razionale
fz) = o
—1 per z irrazionale .
Per ogni partizione A, sx = —1, SaA = 1 e dunque
b
/f :—1<1:/f(x)dx
mentre poiché |f(x)| =1 per ogni x € [0, 1), & ovvio che

/u|w—/u|M—1

(ii) Se f € R([a,b)) e a < c < ballora f € R([a,c)) e f € R([c,b)); inoltre

/f M—/f m+/f

Questo segue immediatamente dalla (v) della Proposizione 36.2.
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Definizione 36.3. Sia f € R([a,b)). Si pone

JRCEE
/baf(x)dx = —/abf(:v)dx

37. IL TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE

Premettiamo il seguente
Teorema 37.1 (della media integrale). Sia f € R([a,b)). Allora esiste un punto

Yo € [[mf f, sup f] tale che
5" ab)

[ 1w =uo-a).

Dimostrazione. Poiché f & integrabile secondo Riemann, f & limitata in [a,b). Siano

(= mf f e L =supf; allora
[a.b)

gX[a,b) S f|[a,b) S LX[a,b) .
Integrando secondo Riemann e tenuto conto della (36.1) si ha:
b
((bh—a) < / F@)dz < L(b— a)
e dividendo per b —a > 0

cioe il numero

5 / f(z)dx & un punto del connesso [¢, L], di conseguenza esiste

Yo € [¢, L] che eguaglia tale valore ovvero
/ F(w) dv = yo(b—a)

Osservazione 37.1. Il teorema della media integrale e equivalente al fatto che

([1anbf) f) —a) /f Ydr < (sgg) f) (b—a).

Corollario 37.1. Sia f € C%(a,b]). Allora esiste un punto xy € [a,b] tale che

t/fuwmszww—@.
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Dimostrazione. Se f ¢ continua in [a,b] allora f ¢ integrabile in [a,b] e in di esso
ammette minimo ¢ e massimo L. Usando allora il teorema della media integrale, esiste
un punto yo € [¢, L] tale che

/ F(@) dz = yolb — a)

e dal fatto che (essendo f continua) f([a,b]) = [¢, L] € yo = f(xo) per qualche z( € [a, b].
U

e Sia f : [a,b) — R una funzione (limitata) integrabile secondo Riemann in [a, b). Poiché
f & integrabile in [a, z), per ogni = € [a,b), si definisce funzione integrale di f la funzione

® : [a,b] — R data da
:/ f(t)dt.

Si osservi che la funzione integrale ¢ definita anche per ogni funzione f definita in un
intervallo [a,b) purché sia f € R([a,x)), per ogni = € [a,b): in tal caso pero la funzione
integrale ¢ definita in [a, ). In particolare questo accade se f € C°([a,b)).

Proposizione 37.1. Sia f € R([a,b)). La funzione integrale ® : [a,b] — R ¢é Lips-
chitziana in |a, b].

Dimostrazione. Poiche f & limitata in [a,b), esiste una costante M > 0 tale che |f(z)| <
M, per ogni x € [a,b). Siano z, xg € [a,b], allora

/f dt—/ £t dt‘.
Se zg < z allora

/mf(t)dt_/x“f(t)dt‘: /xf(t)dtqt/x:f(t)dt’: /w:f(t)dtlg

|f( ]dt<M/ Xzo,2)(t) dt = M(x — x¢) = M|z — 0| ;
To

| (2) = (w0)| =

se invece xg > x allora

/:f(t)dt—/:of(t)dt‘:‘—/:f(t)dt—/azof(t)dt‘:
-| [ o [ rww | [T o

e procedendo come sopra si ha la tesi. O

Osservazione 37.2.

(1) La funzione integrale ® : [a,b] — R di una funzione f € R([a,b)) & uniforme-
mente continua in [a,b]. Infatti ogni funzione lipschitziana in un insieme A ¢ ivi
uniformemente continua.

(2) Se f € C%a,b)) allora ® € C%[a, c]) per ogni ¢ € (a,b). Infatti ® ¢ in tal caso
uniformemente continua in [a, ¢| per ogni ¢ € (a,b).

Teorema 37.2 (fondamentale del calcolo integrale). Se f : [a,b) — R ¢ una funzione
continua allora la funzione integrale ® ¢ derivabile in [a,b) e per ogni x € [a,b) é ®'(z) =
f(z). Inoltre se F : [a,b) — R ¢ una primitiva di f allora F(x) = ®(z) + F(a).
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Dimostrazione. Sia g € (a,b): se a < x < xg, poiché f € C°([z,x0]), applicando il
Corollario 37.1, si ha che esiste ¢ € [x, ] tale che

O(x) — P 1 *
lim 2@ = ®@o) g 1 / F(6)dt = lim f(€) = f(xo) .
Tz T — X z—azg L — To E—ag
In modo analogo, se g < x < b, poiché f € C%[zo, x]), si ha che esiste & € [zg, 2] tale che
. P(z) - <I>(a:0) ,
lim —4— = t)dt =1 = .
Jim on pra— / f(t) L, f(&) = f(xo)

I due limiti provano sia la derivabilita di ® in z, sia che ®'(z9) = f(x¢). Inoltre ® &
derivabile in a perche ancora si ha

mli>rz£l+ w N 171—>I¢111+ r—a / f 51—1}}11 f(€> f(a) ’

per un certo £ € (a,x), z appartenente ad un intorno destro di a, e ®'(a) = f(a). A questo
punto si osservi che la funzione integrale ® (definita nel connesso [a, b)) & una primitiva
di f in [a,b), quindi se F : [a,b) — R & un’altra primitiva di f in [a,b), allora F' — ® &
costante in [a, b). Pertanto per = € [a,b) &

Fz) = &) = (F = @)(z) = (F = ®)(a) = F(a) — ®(a) = F(a)
cioe l'asserto. g

Osservazione 37.3. Se f € C%([a,b]) e F' & una sua primitiva in [a, b] allora

/f@ﬁ:F@—F@.

Infatti F\(b) = lirl{l F(x) e dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ha che
T—0

b
F(b) = hril (O(x) + F(a)) = 2(b) + F(a) dove &(b) = / f(t)dt
T—b~ a

Questo da la formula cercata.
Esempio 37.1. Se f non e continua in [a, b), la funzione integrale puo non essere deriva-

bile come mostra il seguente esempio. Si consideri la funzione di Heaviside (detta anche
funzione segno di x) data da

-1 ., per <0
sgn(z) =¢0 , per z=0
1 , per x>0.

Essa non & continua in [—1,1). Tuttavia e integrabile in [—1,1) (sgn(x) ¢ limitata in

[—1,1) ed ha una sola discontinuita). La funzione integrale ®(z) = [ sgn(t)dt ¢ dunque
-1
cosl fatta:

/ _X[fl,x)(t) dt 9 x S 0

-1

(I)<x> - 0 T
/ —X[-1,0) (t) dt + / X[0,z) (t) dt , I > 0
0

-1
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da cui segue che

—x—1 , per <0
P(z) =

r—1 , per >0

cioe ®(z) = |z| — 1 che non ¢ derivabile in = 0.
Osservazione 37.4.
(1) Siano f € C%([a,b]) e g € C*([a,b]), e sia F una primitiva di f, allora
b b
/ f()g(t) dt = (Fg)(b) — (Fg)(a) —/ F(t)g'(t)dt .

Infatti applicando I’Osservazione 37.3 alla funzione fg, si ha che

b
/ F(H)g(t) di = H(b) - H(a)

dove H & una qualunque primitiva di fg. D’altra parte dalla formula d’integra-
zione per parti (cfr. Proposizione 35.1) una primitiva di fg & Fg+ K dove K ¢
una primitiva di —F¢’, allora si ha

b
/ f)g(t)dt = F(b)g(b) — Fa)g(a) + (K(b) — K(a)) =

b
— F)g(t) - Flag() ~ [ F)g@)dr.

(2) Siano f € C’O([c d]) e ¢ : [a,b] — [¢, d] una funzione biunivoca di classe C* in [a, b]
tale che p(a) =ce p(b) =d (e x = p(t)). Allora

©(b) b
/ Jyde= [ fa)de = / F(t) () dt
v(a) a

Infatti dall’Osservazione 37.3, se F' ¢ una primitiva di f allora

/ f(z)dex = F(d) — F(c) .

D’altra parte dalla formula d’integrazione per sostituzione (cfr. Proposizione 35.2),
una primitiva di (f o p)¢’ & F o ¢ e dunque

/ (f 0 @) (1) (t) dt = F(p(h)) — F(io(a) = F(d) — F(c)

e questo da la formula cercata.

Sia f € C'([a,b]), allora f" € C°%[a,b]) e f ne ¢ una sua primitiva; dall’Osservazione
37.3 segue che

(37.1) / @) de = F(b) — fla).

Definizione 37.1. Una funzione f si dice regolare a tratti in [a,b] se
(i) f € Ca,b)),
(ii) f e derivabile in [a,b] tranne al pitt in un numero finito di punti,
(iii) la funzione derivata f’ (dove esiste) ¢ continua e limitata.
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Si osservi che se f e regolare a tratti in [a,b] e 21, ..., 2, € [a,b] sono i punti dove
f non ¢ derivabile, allora f € C°([a,b]\{z1, ---, z,}) ed esiste una costante M > 0
tale che |f'(x)|] < M, per ogni z € [a,b]\{x1, - ,2z,}). Queste condizioni implicano

I'integrabilita (secondo Riemann) della funzione derivata f’ in [a,b] (cfr. Proposizione
36.1 (c)). Sussiste la seguente

Proposizione 37.2. Sia f una funzione regolare a tratti in [a,b], allora

/ F(x)dz = f(b) — f(a)

Dimostrazione. Si puo supporre che ci sia un unico punto in cui f non sia derivabile,
perché, essendo tali punti in numero finito, bastera ripetere il ragionamento per ciascuno di
essi. Sia dunque zg € [a,b] il punto di non derivabilita di f, allora f' € C°([a, b]\{zo}) ed &
limitata. Sia ®; la funzione integrale di f” in [a,b]: essa ¢ continua (perché Lipschitziana).
Per a <z < x9 ¢ f € C'([a,z]) ed usando la formula (37.1) si ha

f(2) — fla) = / ") dt = (o)

allora
lim (f(z) — f(a)) = lim ®1(z) = P1(z0)

I*)CEO x%xo

ovvero, essendo f continua in [a, b],

(37.2) f(x0) = f(a) = ®1(x0) -

Analogamente se rg < x < b allora f € C*([z,b] e dunque

b b x
F(b) — f(x) = / f(t)dt = / f(t)di — / ) dt = By (b) — B (x)

da cui
lim, (7(6) ~ (2)) = Tim (@4(5) ~ @1(2)) = 23(6) ~ @ o)
OVVero o 0
(37.3) f(0) = (o) = 1(b) — Pa(x0) -
1?(;)Srir.lmando membro a membro le (37.2) e (37.3) si ottiene f(b) — f(a) = ®1(b), cioe 15

38. INTEGRALI E FORMULE DI MAC LAURIN

In questo paragrafo si determinano le formule di Mac Laurin di alcune funzioni inte-
grando secondo Riemann la formula di Mac Laurin nota di una qualche funzione.

e Si consideri la funzione C*°(R\{1}), f(x) =
xr <1, siha

N . integrando nell'intervallo [0, x], con
—x

s I |
—dt=1 —log —— .
/0 1t R TIT] F pp
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Riprendendo allora la formula di Mac Laurin (32.7) della funzione f(x) e integrando
membro a membro nell’intervallo [0, z], si ottiene

log — _Zn:/xtde/x "
k=0
Alla stessa formula si giunge integrando nell’intervallo [z, 0].
Quindi la formula di Mac Laurin della funzione f(z) = log | perz <le
—x
1 n xlﬁ»l T gntl
38.1 1 = dt .
(38.1) R §k+1+/01—t
Sostituendo —t al posto di x nella (32.7), si ottiene
_1)n+1tn+1

1 - (
— = S L N A S
r e

Integrando membro a membro nell’intervallo [z, 0] con x > —1, si ha

T (_1)n+1tn+1

log(l—l—x):Z/ (—1)ktkdt—|—/ BT dt .
o 0 0

Alla stessa formula si giunge integrando nell’intervallo [0, z].
Quindi la formula di Mac Laurin della funzione log(1 + ) per x > —1 ¢

n k+1 T (_1)n+1tn+1
2 log(1 = —1 L — dt.
(3.2) o(1+0) = X0+ [

k=0

Sommando le due formule ottenute (valide per z € (—1, 1)) si ha la formula di Mac Laurin

1
della funzione f(z) = log . i :1:’ ie.
-
1 1 T n x2kz+1 T t2n+2
38.3 —1 = dt .
(38.3) 2 BT 2k+1+/01—t2

e Sempre partendo dalla formula (32.7), sostituendo —#* al posto di x e poi integrando,

con r € R, si ha
o1
arctanxz = / dt =
0

1+1¢2

n

T x t2n+2
= /(—1)’“t2kdt+(—1)"“/ dt
0 0

2
— 1+t

ovvero si ha la formula di Mac Laurin della funzione f(x) = arctanz,

n | a2 [T
38.4 t = —1 -1H" dt .
(38.4) arctan x ;( ) 2k+1+( ) /0 e
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1
e Nella formula (32.5) si prenda o = —= e si sostituisca —t? al posto di z.

Integrando, con x € (—1,1), si ottiene:

[z B () frea
+(—1)"H! /Ox <_1/2) (14 &) 32202

n+1
per 0 < £ < t? < x, cioe

o R 13- (2k—1) , okl

arcsin x = kz:%(_l) (Qk)(Qk‘ _ 2) . ..2(_1) 2k + 1+

ovvero si ha la formula di Mac Laurin della funzione f(x) = arcsinz,

‘ "L (2k — DI g (2p 4 1) /”T “n—3/2 ;2n+2
. = 1 " T dt
(38:5)  arcsinz ; ool 21 T anran f, 1Y

dove si pone

kM =2-4---(2k—2)(2k) e Rk+ DN =1-3---(2k—1)(2k+1) .

e Usando l'integrale secondo Riemann diamo adesso una formula di rappresentazione del
(o]

resto della formula di Taylor. Sia f: D(f) — R e sia 29 € D(f): se f ¢ di classe C"! in
un intorno di xg allora esiste ¢ > 0 tale che f™+Y € C%[zg — €, 7 + €]), percio f"*+V) &
integrabile secondo Riemann nell’intervallo [xy — &,z + £]. Si ha allora la seguente.

Proposizione 38.1 (rappresentazione integrale del resto di Taylor). Sia f :

D(f) — R di classe C™™' in un intorno di zog € D(f). Allora esiste ¢ > 0 tale che
per ogni punto x € I(xg,€) sia

(T 1) /f"Jrl Yo —t)"dt .

Dimostrazione. Si procede per induzione sun € N. Se n = 0 si ha f di classe C! in un
intorno di zg, dunque esiste € > 0 per cui f' € C%([xyg — ¢,z + €| e quindi per x € I(xg,€)
e

%/x f'@)dt = f(x) — f(xo) = Ro(x;0)

percio 'enunciato & vero per n = 0. Sia ora f di classe C*?) in un intorno di zy; ammessa
vera la formula per n, la dobbiamo ora provare per n + 1. Si noti che in tal caso, per
qualche € > 0, la funzione f*2) & continua in [z — €, 7 + €] mentre "V & di classe C*
in un intorno di xg; la funzione g(t) = (x — ¢)™ e di classe C* per ogni m € N. Allora la
funzione h(t) = f"2(¢)(x —t)"*! & integrabile in [z — ¢,z +¢] e per z € [1g —¢&, 3o + €]
integrando per parti si ottiene

ﬁ /x FOR ) (@ — )" dt = ﬁ D () — 1y -
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= j<n F DS (@ - 1) dt =
_ () w1 )
ERRCETE (x —x0)"™ + Rp(x;20) =
_ gy~ AU e
= f(x) — P,(z;x) — CES (x —xo)" " =

= f(x) = Poya(x; 7o)
ovvero l'uguaglianza cercata

ﬁ / FOD () (@ — )" dt = Ry (23 70) .

39. INTEGRALI GENERALIZZATI O IMPROPRI

e Sia f : [a,+00) — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni intervallo [a, b)
con b > a.

Definizione 39.1. Si dice che una tale funzione f & integrabile in senso generalizzato (o
improprio) in [a, +00) se esiste finito il

lim /abf(x) dz

b—+o0

Tale limite si indica con
ERCS)

(39.1) f(z)da

e Se f & integrabile in senso generalizzato in [a, +00) allora si dice che 'integrale generaliz-
zato (o improprio) (39.1) converge; se questo non accade si dice che I'integrale generalizzato
(39.1) diverge.

1
Esempio 39.1. La funzione f(z) = — ¢ integrabile in senso generalizzato in [a, +00),

per ogni a > 0, se a > 1. Infatti se b > a > 0 allora
b

b b _
1 a+1
lim / —dxr = lim z %dxr = lim T
a xa

b—+o00 b—+oo f, b—+oo —x + 1 a
(. 1] 1L 1 1
= 1m = 1m -
l—a boroo ol 1 —a botoo \ D271 g2l )
1

e tale limite esiste finito (¢ uguale a )se a —1>0,ie sea > 1;altrimenti

(v — 1)ao—t
+oo
se a < 1 l'integrale / — diverge. Se invece o = 1 allora
e

b

: 1 . b
lim —dxr = lim log x‘ =
b=+too J, T b——+00 a

lim (logb —loga) = 400,
b—+o0
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1
dunque la funzione — non ¢ integrabile in [a, +00), per ogni a > 0, ovvero l'integrale
x
T dx
/ — diverge.
a x

Definizione 39.2. Una funzione f : [a, +00) — R ¢ assolutamente integrabile (in senso
generalizzato) in [a, +00) se la funzione |f| ¢ integrabile in senso generalizzato in [a, +00).

Proposizione 39.1. Una funzione f assolutamente integrabile in senso generalizzato in
[a, +00) € ivi integrabile in senso generalizzato e

< [l

Dimostrazione. Sia f : [a,+00) — R assolutamente integrabile. Allora

—+00

f(z)dx

a

b—+o00

b
lim / |f(z)|de=CeR.

Dal criterio di Cauchy, per ogni € > 0 esiste b. > 0 tale che per ogni ¥/, b’ € [a,+00) con

b, b" > b, si abbia
b v b
dx — d d
/a (@) dz / ()| da / (@) dz
/ ()| da
;

b//
allora si ha, per ogni O/, V" € [a,4+00) con O/, b > b.:

<e€.

Siccome

fz)de| <

b/

bl/
(x)dx| <e
b/

che ¢ la condizione di Cauchy che assicura l'esistenza finita del limite

lim /abf@) dz .

b—~+o00

[ rwarl < [

per cui passando al limite per b tendente a +00 si ottiene

< [l

Inoltre per ogni b > a é:

—+00

f(z)dx

a

U

Proposizione 39.2. Sia f : [a,+00) — R wuna funzione integrabile secondo Riemann
in ogni intervallo [a,b), con b > a. Se esiste una funzione positiva ¢ : [a,+00) — R
integrabile in senso generalizzato in [a,+00) tale che | f(z)| < w(x), per ogni x € |a, +00),
allora f é assolutamente integrabile in |a, +00).
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Dimostrazione. Siano V',0” > a con b’ < V", allora per ogni x € [/,V") ¢ 0 < |f(z)| <
©(x). Integrando (secondo Riemann) si ha

og/b/b \f(a:)\dq:g/blb o) dz

Il risultato allora segue dal criterio di Cauchy. U

Teorema 39.1. Sia f : [a,+00) = R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo [a,b) con b > a. Se esiste finito

lim z%f(z)

T—+400

per qualche o > 1 allora f ¢ assolutamente integrabile in [a,+00).

Dimostrazione. Sia

lim z%f(x)=1"¢

T—+00
per qualche o > 1. Dalla definizione di limite, per ogni € > 0 esiste z. > 0 tale che,
per ogni x > ., sia |2 f(z) — (| < ¢, da cui segue anche ||z®f(z)| — |¢|| < € e percio

1
—e+ U] < |z]*|f(x)] < e+ |f]. Sel =0, per ¢ = 1 si ha che |f(z)] < — per = >
$Oé

1
xr1 > max{0,a}, se invece £ # 0 allora per ¢ = |¢| > 0 si ha che |f(z)| < 2|¢{|— per
xa

x > x) > max{0,a}.
In ogni caso, esistono una costante C' > 0 e x¢ > max{0,a} tali che

c
@) <

per z > z¢. Essendo a > 1, dall’Esempio 39.1, la funzione 2= & integrabile in [z, +00)
e la tesi segue dalla Proposizione 39.2, tenuto conto del fatto che
+00

oof(x) dmz/% flx)dx + f(x)dz .

a To

U

Osservazione 39.1. Sia f : [a,+00) — R una funzione integrabile secondo Riemann in
ogni intervallo [a,b) con b > a. Se lim f(x) = 0 di ordine a > 1 allora f ¢ integrabile

r—+00
in [a,400). Infatti in tal caso esiste £ € R, ¢ # 0 tale che
o f@) el —
dm o=t e im 2 (@) =620
xa

e poiché o > 1, f & assolutamente integrabile e dunque integrabile in [a, +00).

In modo analogo sia f : (—00,a] — R una funzione integrabile secondo Riemann in
ogni intervallo (b,a] con b < a.

Definizione 39.3. Si dice che una tale funzione f & integrabile in senso generalizzato (o
improprio) in (—o0, al se esiste finito

lim /af(x) dx .
b

b——o0
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Tale limite lo si indica con
(39.2) / f(x) da

e Come nel caso dell'integrale generalizzato (39.1) si definisce la convergenza o la diver-
genza dell’integrale (39.2); similmente alla Definizione 39.2 si da la definizione di funzione
assolutamente integrabile in (—oo,al. Anche per questo tipo di integrale generalizzato
valgono le analoghe delle Proposizioni 39.1, 39.2 e I'analogo del Teorema 39.1.

Definizione 39.4. Sia f : R — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo [a, b) per b > a e in ogni intervallo (b, a] per b < a. Se

a +oo
/_ f(x)dx e f(x)dx

convergono per ogni a € R, allora si definisce
+oo +00

(39.3) F@)do = /_ "t de+ [ fla)de

— 00

e in tal caso si dice che U'integrale (39.3) converge.

Osservazione 39.2. Se .

f(x)dx

—00

aEIJPoo /—a f(x) du

Infatti, senza perdere di generalita, si puo assumere a > 0 e poiche l'integrale (39.3)
converge, per ogni b € (—a,a), convergono

)
/_ f(z)dx e o f(z)dx

b

converge allora esiste finito

Si ha ,
aginoo /_a f(z)de = aEI—II—loo [ g f(z)dx —l—/b f(z) da:}
b
agr—&l-/loo \/—a f([[’) dr c::—a ckmoo f d[L’ - / f

a +oo
lim / f(z)dx = b f(z)dx =

a——+00 b

dove

provando cosi l'esistenza finita del limite

aEI—Poo /;a f(.%') du
aggloo /—a f(l’) dr

Il viceversa non € vero, cioe se
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esiste finito, non e detto che I'integrale (39.3) converga. Infatti per f(x) = arctanx si ha

a
a

1
lim arctanz dr = lim {x arctan z — 5 log(1 + $2):|

a—+oo [ a——+00

—a

a—+00

400 a —+oo
/ arctan z dx = / arctan x dx + / arctan z dz .
— a

oo —00

1 1
= lim [a arctan a — 5 log(1 + a*) — <a arctana — 5 log(1 + a2))] =0

mentre

a a
/ arctanz dz = lim arctan z dxr =

0o b——o0 b

b——o0

1
= lim [x arctan  — 5 log(1 + xQ)}

b

1 1
= lim {a arctan a — 3 log(1 + a®) — b arctan b + 3 log(1 + bQ)} = —00

b——o0

e dunque basta questo perché l'integrale

“+o0o
/ arctan x dx

—00

diverga.

e Sia f : [a,b) — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni intervallo [a, ¢) per
a<c<hb.

Definizione 39.5. Si dice che una tale funzione f ¢ integrabile in senso generalizzato (o
improprio ) in [a, b) se esiste finito il
c—b—

lim /acf(x) dz .

Tale limite si indica con

w0 [ 1w

e Se f & integrabile in senso generalizzato in [a, b) allora si dice che l'integrale generalizzato
(o improprio) (39.4) converge; se questo non accade si dice che l'integrale generalizzato
(39.4) diverge.

1
Esempio 39.2. La funzione f(z) = B2 a > 0, & integrabile in senso generalizzato
— (0%
in [a,b), per ogni a < b, se 0 < a < 1. Infatti
c d c bh— —a+1|¢
im [ —% = lim (b— )" “dr = lim o)
c—=b" S (b — x)a c—=b" J, c—b~ a—1
1 1
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1
(1—-a)(b—a)*?!

tale limite esiste finito (¢ uguale a Jsea—1<0,ie se0<a<l;

b
d
altrimenti se a > 1 l'integrale / ﬁ diverge.
a —x)”

Se invece a = 1 allora

C

lim [ (b—2) 'dr = lim log

c—b~ J, c—b— — X

a

. 1 1
= lim | log — log = +00
c—b— b—c b—a

non ¢ integrabile in [a, ), per ogni a € R, ovvero l'integrale

e dunque la funzione

b
d
/ < diverge.
. b—x

Definizione 39.6. Una funzione f : [a,b) — R ¢ assolutamente integrabile in senso
generalizzato in [a, b) se la funzione |f]| ¢ integrabile in senso generalizzato in [a, b).

Si dimostra come la Proposizione 39.1 la seguente

Proposizione 39.3. Una funzione [ assolutamente integrabile in senso generalizzato in
[a,b) é i integrabile in senso generalizzato e

[ < [

Proposizione 39.4. Sia f : [a,b) — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo [a,c), con a < ¢ < b. Se esiste una funzione positiva ¢ : [a,b) — R integrabile
in senso generalizzato in [a,b) tale che |f(x)] < ¢(x), per ogni x € |a,b), allora f ¢
assolutamente integrabile in [a,b).

Dimostrazione. Siano a < ¢ < ' < b, allora

/! /1

o< [ @ldes [ .

Il risultato allora segue dal criterio di Cauchy. U

Teorema 39.2. Sia f : [a,b) — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo [a,c) con a < c <b. Se esiste finito

lim (b—2)%f(x)

x—b~
per qualche o € (0,1) allora f ¢ assolutamente integrabile in senso generalizzato in [a,b).

Dimostrazione. Usando la definizione di limite, si procede come nella dimostrazione del
Teorema 39.1. O

Osservazione 39.3. Sia f : [a,b) — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni

intervallo [a,c¢) con a < ¢ < b. Se m? f(z) = codiordine 0 < a < 1 allora f ¢ integrabile
T—0"
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in senso generalizzato in [a,b). Infatti in tal caso esiste £ € R, ¢ # 0 tale che

lim &:6 — lim(b—2)"f(x)=L#0

r—b— 1 r—b~

(b—x)

e poiché 0 < a < 1, f & assolutamente integrabile e dunque integrabile (in senso genera-
lizzato) in [a, b).

e In modo analogo sia f : (a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo (c,b] per a < ¢ < b.

Definizione 39.7. Si dice che una tale funzione f e integrabile in senso generalizzato o
improprio) in (a,b] se esiste finito il

lim /cbf(x) dx .

c—at

Tale limite si indica con

(39.5) / f(z)dx

e Se f & integrabile in senso generalizzato in (a, b] allora si dice che l'integrale generalizzato
(o improprio) (39.5) converge; se questo non accade si dice che I'integrale generalizzato
(39.5) diverge.

e Una funzione f : (a,b] — R ¢ assolutamente integrabile in senso generalizzato in (a, b]
se la funzione |f| ¢ integrabile in senso generalizzato in (a, b].

Si dimostrano in modo simile le analoghe delle Proposizioni 39.3 e 39.4 e del Teorema
39.2, e precisamente si hanno i seguenti risultati:

Proposizione 39.5. Una funzione f assolutamente integrabile in senso generalizzato in
(a,b] ¢ ivi integrabile in senso generalizzato e

/abf(x) dx

Proposizione 39.6. Sia f : (a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo (c,b], con a < ¢ < b. Se esiste una funzione positiva ¢ : (a,b] — R integrabile
in senso generalizzato in (a,b] tale che |f(x)] < @(x), per ogni x € (a,b], allora f &
assolutamente integrabile in (a,b).

< [1r@ar.

Teorema 39.3. Sia [ : (a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann in ogni
intervallo (¢,b] con a < ¢ <b. Se esiste finito

lim (z — a)®f(x)

z—a™t

per qualche « € (0,1) allora f é assolutamente integrabile in senso generalizzato in (a, b].
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39.1. Gli integrali di Eulero.
e Si chiama integrale di Eulero di prima specie o funzione beta di Eulero I'integrale

1
B(u,v) = / 21 —2)" N de
0

per u,v € R. Si osservi che se u,v > 1 l'integrale B(u,v) ¢ I'integrale secondo Riemann
su [0,1] della funzione continua f(z) = x*"}(1 — x)*~! e quindi in tal caso B(u,v) &
perfettamente definito. Se invece u — 1, v — 1 sono negativi allora B(u,v) ¢ un integrale
generalizzato che converge se contemporaneamente ¢ 1 —u < 1, 1 —v < 1, cioe se u,v > 0.
In definitiva la funzione di Eulero di prima specie B(u,v) & definita per u,v > 0.

Osservazione 39.4. (i) Si ha che

1
(39.6) Blu,1) = ~ .
u
Infatti il conto diretto da
1 1 ul
O<u<l: B(u,l):/ 2" tdr = lim 2" Vdz = lim —| =
0 a—07t a a—0t U a
, (1 a“) 1
=lm|—-—— ) =—,
a=0t \U U u
w=1: B(u,l):B(l,l):/ do—a| =121
0 0 u
1 1
v 1
u>1: B(u,l):/ s lde =2 ==,
0 ul, u

(ii) B(u,v) & commutativo.
Infatti postot =1—xzsihat=0perx=1et =1 per z =0 da cui

1 0
B(v,u) = / N1 —2) e = —/ 1 =) tdt =
0 1
1
:/ t“ (1 —t)"'dt = B(u,v) .
0

1
In particolare B(1,v) = B(v,1) = —.
v

(iii) Sian € N, n > 2, allora

n—1

(39.7) B(u,n) =

B 1,n—1).
— Blu+1n-1)

Infatti, per n > 2, integrando per parti si ha
1
Bu+1,n—1) = / 2U(1 — )" do =
0

1
ZL‘u(l . m)nfl

n—1

1
4 / 71 —z)" tdr = al B(u,n) .
0

n—1 n—1

Dalla (39.7) si ricava facilmente che per n € Ny n > 1, ¢
(n—1)!

(39.8) B(u’m:u(u—l—l)---(u%—n—l)‘
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1 0!
Per induzione su n > 1: la formula ¢ vera per n = 1 essendo B(u,1) = — = —. Sia ora
uou
n!
39.8) vera per n e dimostriamo che B(u,n + 1) = . Infatti

1
B(u,n+1) = / N1 — x)"dx =
0

1 1
+ 2/ (1 —x)" ! dx} =
a u a

u 1
= lim {—a—(l—a)”Jrﬁ/ x“(l—x)”_ld:p} _ Bu+1,n) =
a u

a—0T U U (39.8)

1 U
lim 211 —z)"dr = lim {x—(l — )"
a—0t a—0t U

n (n—1)! n!

Cuw (u+Du+2) - (ut+l+n—1) uwt+1)---(utn)

e Si chiama integrale di Fulero di seconda specie o funzione gamma di Eulero 'integrale
generalizzato

+oo
[(u) = / ' te " dx
0

per u € R. Si osservi che la funzione integranda non e definita in t =0 peru—1<0e

dunque
+o0 a +oo
/ e dr = / e dx —I—/ e dx
0 0 a
Ora
lim 2z e =0
T—r+00

per ogni u € R, e la funzione 2 'e~® ¢ infinitesima di ordine superiore ad ogni numero
positivo. Dunque il secondo integrale converge sempre; mentre

lim 2% '¢™® = lim - =00
z—0t z—0t+ Tt %e”

di ordine 1 —u e quindi il primo integrale converge se 1 —u < 1, i.e. per u > 0. Pertanto
la funzione di Eulero di seconda specie I'(u) ¢ definita per u > 0.

Osservazione 39.5. I'(1) = 1. Infatti

o0 a
') = / e ¥ dr= lim e dr= lim [—e’x
0

a—+00 0 a——+00

= lim —e*+1=1.

a—+00
Proposizione 39.7. Per ogni u >0 ¢
Mu+1) =ul'(u) .

Dimostrazione.

a

+oo
Fu+1) = / e ®dx = lim e T dx =
0

a——+00 0
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+u/ e dx} =
0 0

a +o0
= lim (—a"e™®) +u lim ' te ™ dr = u/ " te " dr = ul'(u) .
0

a—+00 a—+00 0

= lim |—z% "
a—-+o0

Osservazione 39.6.
(i) Per ognin e N e

(39.9) T'(n+1)=nl.

Infatti per n = 0, I'(1) = 1 = 0!. Ammessa vera l'uguaglianza per n, I'(n+1) = n!,
la proposizione precedente per u = n + 1 da:

F'n+2)=n+1)I'n+1)=n+1nl=n+1)!.

(ii) La funzione di Eulero di seconda specie ¢ determinata dai valori che essa assu-
me nell'intervallo (0,1]. Infatti sia u > 1: se v € N allora I'(u) ¢ univocamente
determinata dalla (39.9); se v ¢ N allora u = v +n con n € N\ {0} parte intera
diuewve(0,1). Quindi

I'u)=T(v+n)=@w+n—-'(v+n—-1)=---=

=@w+n—1)(v+n—2)---vl'(v)

e dunque basta conoscere il valore I'(v) per avere I'(u). In particolare*

OVVero
+oo
/ e Ve " de = /7.
0

Con la sostituzione x = t? si ricava che

400
/ e dt = ﬁ .
0 2

Questo integrale generalizzato ¢ chiamato integrale di Poisson.

22Gi dimostra che

0
(39.10) L(v)I'(1—wv) = -
per v =1/2 si ha
2 smz 7
2

da cui
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e Esiste un legame tra le funzioni beta e gamma di Eulero e precisamente se m,n € N|
m,n > 1, allora

s = HE
Infatti dalle (39.8) e (39.9) &
B(m.n) (n—1)! _ (m—1)l(n—1)! _ I'(m)I'(n)
’ m(m+1)---(m+n-—1) (m+n—1)! I(m+n)
Si dimostra che in realta vale sempre
(39.11) Blu,v) = 1;((2)3;}))

per ogni u,v > 0.
e Si consideri l'integrale
1
F(u,v,w) = / 21— 2wl d
0

Se u,v,w > 0 l'integrale F(u,v,w) converge e quindi F'(u,v,w) & ben definito. Posto
¥ =yey=0perx=0ey=1perx=1, dunque

w w w
Se u+ v = w allora
1
F —
(u,v,w) W Sin%
w
Infatti in tal caso —, 1 — — € (0, 1) e dalla (39.11) si ha
w w
(N u u
1 /u v 1 PCOTC) 1 TP =)
F(u,v,w)-—B(—,—):—u—_H}:_ =
w W w W ) w (1)
w

che da la formula cercata tenuto conto della (39.10).

39.2. Integrali generalizzati e serie numeriche. Lo studio di un integrale generaliz-
zato puo essere collegato allo studio della convergenza di una serie numerica e viceversa,
come mostra la seguente

Proposizione 39.8. Sia f : [a,+00) — R una funzione positiva decrescente, f €
R([a,b)) per ogni b > a. Allora la serie Zf(n + a) converge se e solo se l'integrale

n>0
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+oo
generalizzato (x) dx converge; la serie Zf(n + a) diverge se e solo se l'integrale

a n>0
+oo
generalizzato (x) dz diverge.

a

Dimostrazione. Sia {s,}nen la succesione delle somme parziali della serie a termini

positivi Z f(n+a),
n>0
sw= F(@) 4 (4 a) 4+ fnta)

allora

lim s, =sup{s,} .

n—o0 neN

at+n
Posto a,, = / f(z)dz si ha
+oo
lim a, = f(z)dz ;

n—o0

inoltre, poiché f(x) >0, a, >0e

an:/aa+nf(x) dx:/aa+n_1f(m) dm+/aa+n f(z) do =

+n—1

at+n
= Qp_1 +/ flz)dx > a,—

+n—1
perché l'ultimo integrale & un numero positivo. Dunque la successione {a, }nen € stretta-
mente crescente e quindi

lim a, =sup{a,} .
n—00 neN

Si noti che, essendo f(a+j) < f(z) < fla+j—1)perz € a+j—1,a+j], (1 <j<n),
si ottiene

a+n n a+j n
anz/ f(x)dxzz/ f@)de= 3 flatj) = sn— fla)

+j-1

ma anche

a+n n a+j n
an:/ f(x)dx:Z/ f(x)deZf(a—i-j—l):sn_l<sn.

j=1Jatji—1 j=1

Ne segue che

sup {sn} — f(a) <sup{a,} <sup{s.} .
neN neN neN
Pertanto la serie Z f(a +n) converge (diverge) se e solo se l'integrale generalizzato

n>0
+oo
(x)dz converge (diverge). O

a

Esempio 39.3.
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(i)

(ii)

(iii)

Elisabetta Barletta

Rivediamo un risultato gia noto per le serie (cfr. Osservazione 9.3) provandolo ora
usando la proposizione appena dimostrata e cioe che la serie

1

npb
n>1

converge per p > 1 e diverge per p < 1. Infatti si ponga m = n — 1 allora la serie

data si scrive come
> b= S s

m>0 m>0

1
per f(z) = g che € una funzione positiva e decrescente per z > 1. Ora
x

+00 1
/ — dx
1 P

1
converge per p > 1 e diverge per p < 1 dunque anche la serie g — converge per
n
n>1

p > 1 e diverge per p < 1.

La serie

1
;nlogn

diverge. Infatti posto m = n — 2 la serie data diventa

Z(m+2)logm+2 Zf2—|—m

m>0 m>0

per f(z) = gy Py , che per x > 2, & positiva e decrescente. Si ha
xlogx

T dx , “ dx ) a
= lim = lim loglogx
5 xlogxr a—stoo fy xlogr  a—too 2

= lim [logloga —loglog 2] = +o0
a——+00

dunque l'integrale diverge e percio diverge anche la serie data.

La serie

z:\/_logn_1

converge. Infatti posto m = n — 2 la serie diventa

Y e S

m>0

per




(iv)

23

d 1/

—X

dzx
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converge perché?

1gx+1
(0]
. o _ a—1/2 r+1 _ r—1 _
xgr-l{loo & f(l’) zl—l>I—$1-’loox IOg x—1 acl—1>I—&1—’loo x1/2_0‘
4 ) xa+1/2

= lim
200 — 1l z—4o0 22 — 1

s g . : . 1 N 3
e quest’ultimo limite esiste finito e non nullo se o + 3= 2, cioe se o = 5 > 1.

Dunque l'integrale generalizzato converge, percio anche la serie data converge.

> i
s log“n
converge per o > 1 e diverge per 0 < a < 1. Infatti per m = n — 2 si ha

1
2 (m + 2) log™(m + 2) :T;)f(m”)

La serie

m>0
per
fla)= —
r)=——H—
xlog®x
che e positiva e decrescente per x > 2. Ora
oo dy ¢ dx “1
/ ——— = lim ——— = lim —log "z dx =
5 xlog®xr  a—mtoo Jy xlogtr  amtoo fy x

a 1
= o aEIEoo 10g1_o‘ T , = = GEIEOO (logl_a a— logl_o‘ 2) :

tale integrale converge se 1 — a < 0, i.e. per a > 1, e diverge per 1 — a > 0, i.e.
per 0 < a < 1. La serie dunque converge per o > 1 e diverge per 0 < o < 1.

x+1 z—1 z—1—(x+1) 2

d
usando il teorema di de I’'Hopital, dove — log = =

de "z —1 z+1 (x —1)2 21
o - (L yprrze 21229 ety

2
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IX - Equazioni differenziali

In questo capitolo si studiano alcune equazioni differenziali del primo ordine e precisamente le
equazioni differenziali a variabili separabili, le equazioni differenziali lineari e lineari affini. Si
studiano anche le equazioni differenziali di Bernoulli, di Riccati, di Clairaut, di D’Alembert-
Lagrange e di Manfredi. Infine si determinano le soluzioni di un’equazione differenziale scritta
in forma implicita come quoziente di due funzioni lineari affini nella variabile = e nella funzione
incognita y(x) (cfr. § 45).

e Sia F': A — R una funzione derivabile in un sottoinsieme A C R, allora per ogni x € A
e
(dF)t=F'(x)t , teR.
In particolare se A =R e F' = idg risulta
(dxldR)t =1t = ldR(t) , t€ R.
Pertanto il differenziale dell’identita in ogni punto z € R ¢ l'identita, i.e. d,idg = idg,

per ogni x € R. Poniamo dz := d,idg. Ne segue che se F' ¢ una funzione derivabile in un
sottoinsieme A C R allora

d,F = F'(x)de , z€A.

Definiamo
/de ={G: A — R, G derivabile in A :d,G =d,F, Vz € A}.
Dunque
/dIF :={G: A— R, G derivabile in A: G'(z) = F'(z), Vax € A} .

Se A C R ¢ connesso e F' € C*(A) ¢ una primitiva di una funzione continua f : A — R
allora

/dxF — (G e A): C'(x) = f(z), Vo € A} = {primitive di f} — /f(x) d
Poiché F' & una primitiva di f, risulta
/f(x)dx:F(x)—i—c , ceR,

di conseguenza

/dxF—F(ac)—i-c , ceR.
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40. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

e Sia f : A — R una funzione continua in un intervallo A C R. Vogliamo determinare le
funzioni y € C*(A) che risolvano I'equazione

(40.1) y(@)=f(z) , z€A

detta equazione differenziale ordinaria del I ordine: essa equivale a determinare funzioni

y € C'(A) il cui differenziale soddisfi
dyy = f(x)de , z€A.

/dxy—/f(x)dx-

Percid se F' € C'(A) ¢ una primitiva di f allora

Da questa si ha

yx)+ca=Fx)+c , c,c0€R,
cioe
y(x) =F(x)+c¢ , ceR.

Notare che assegnato un punto xy € A, una primitiva di f e la funzione integrale di f
o) = [ sar
zo
per cui le soluzioni dell’equazione differenziale (40.1) sono le funzioni
y(x) :/xf(t)dt—i-c , ceR.
Z0

Si osservi che esse differiscono tra loro per una costante e poiché si ricava y(zg) = c,
assegnato xo € A, le soluzioni y della (40.1) sono

(40.2) y(z) = y(zo) + /1‘ f)ydt , zeA

ciascuna dipendendo dal valore iniziale y(zg). 1 grafici delle soluzioni sono detti curve
integrali dell’equazione differenziale (40.1).

Esempio 40.1. Risolviamo 'equazione differenziale

2
! —
y<x>_$’2—1
per z € (—1,1). In tal caso e
r 2 11—z 1—.’13'0
= dt =1 C C = —1 :
(o) = st + [ Gt =loe O C =yl g
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41. EQUAZIONI DIFFERENZIALI A VARIABILI SEPARABILI

e Si chiama equazione differenziale ordinaria a variabili separabili (o separate) I’equazione

Y (z) = a(z)b(y())

brevemente

(41.1) "= a(z)by)

dove a € C°(A), b € C°(B) per A, B C R intervalli, dunque z € A e y = y(z) € B.

Se esiste yo € B tale che b(yy) = 0 allora la funzione costante y(x) = yo, per z € A, ¢
soluzione dell’equazione differenziale (41.1).

Se b non si annulla in un sottointervallo B; C B, sia F' : By — R una primitiva della

1
funzione m . Sia A; € A un sottoinsieme connesso per cui y(z) € By per ogni « € A;.
Y

Allora F oy € C*(A;) e per ogni z € A; si ha

do(Foy) = (Foy)(z)de =F'(y(z))y (z)de = a(2)b(y(z)) dz = a(z) dz .

Integrando si ottiene

/dx(Foy):/a(x)dx ie. (Foy)(x)—i—c:/a(x)dx , ceR,
o F(y(m))—i—c:/a(x)d:v , ceR.

Assegnato xy € Ay, la funzione integrale di a

a(x)—/za(s)ds , rEA,

o

€ una primitiva di a per cui

/a(m)d:c:a(x)+cl , ¢ €R,

1
dove a(zp) = 0. Analogamente assegnato yo = y(z¢) € By, una primitiva di 3 e la sua

funzione integrale

Y1
ﬁ(y):/yomdt , Y€ By,
dove B(yo) = 0. Quindi

Bly@) +e=al@) +e , €.
In particolare in xy si ha

Blyo) +c=a(xg) +¢4 = c=c1 .

Percio
ﬁ(y(x)) =ar) , €4

cioe

y(z) q x 1
412 L '
(41.2) /y0 0 dt /ZO a(s)ds , x € A
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Calcolando gli integrali si ottiene una relazione che fornisce, per x € Ay, le soluzioni y(z)
dell’equazione differenziale a variabili separabili e, in alcuni casi, esse possono risultare
solo in forma implicita.

42. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL PRIMO ORDINE

e Si chiama equazione differenziale lineare omogenea del I ordine 1’equazione

y'(z) +a(x)y(r) = 0

brevemente
(42.1) Y +a(z)y=0,
dove a € C°(A) per A C R un intervallo. Questa ¢ 'equazione a variabili separabili

/

y = —alx)y

con b(y) = —y e b € C*°(R). La funzione nulla y(x) = 0, z € A, & soluzione.

Siano By = (0,4+00) e A; = {x € A : y(z) € By}. Allora, assegnato x, € A, per ogni
x € A; dalla (41.2) si ha

v . v(@) 1 .
/ —= dt:/ a(s)ds <= / —dt:—/ a(s)ds
Yo t zo Yo t Zo

log?:—/ a(s)ds , yo=y(xo) € B .
0 o

Ne segue che, passando all’esponenziale, le soluzioni dell’equazione differenziale lineare
omogenea del I ordine (42.1) sono

(42.2) y(x) = ylzo) e @ pe Ay,

al variare di xy € A; e y(z9) € By. In modo analogo si procede per B; = (—o0,0).

da cui

e Si chiama equazione differenziale lineare affine del I ordine I'equazione
y'(x) + a(z)y(r) = b(x)

brevemente

(42.3) y +a(z)y = b(z)

dove a,b € C°(A) per A C R un intervallo. Se b = 0 equazione differenziale ¢ lineare
omogenea del I ordine, se invece a = 0 si ha un’equazione differenziale ordinaria.

Sia F' € C'(A) una primitiva di a: moltiplicando entrambi i membri della (42.3) per la
funzione non nulla e”®) si ha

(42.4) y @ oy ef @ g () = b(z) '@
Siccome F'(z) = a(), si noti che (y @) =y F'@ 4y eF@ q(x) per cui la (42.4) diventa
(yeP ) = a0

che e un’equazione differenziale ordinaria del I ordine e pertanto, assegnato un punto
xo € A, dalla (40.2), abbiamo

y(z) '@ = y(zg) @) 4 / b(t) e ® dt

Zo
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cloe

(42.5) y(z) = y(zo) el (@o)—F(z) +/ b(t) FO=F(@) g4

zo

Una primitiva di a ¢ la sua funzione integrale

ed essendo

a(t)—a(x):/x:a(s)ds—/g:a(s)ds:/x:a(s)ds—i—/:Oa(s)ds:/xta(s)ds,

dalla (42.5) risulta che le soluzioni di un’equazione differenziale lineare affine del I ordine,
al variare di y(zy), sono le funzioni

(42.6) y(x) = y(a) e o a(s)ds+/x b(t) et o) s gy
zo

Si osservi che la soluzione y(z) ¢ ottenuta come somma della generica soluzione dell’equa-
zione differenziale lineare omogenea y'(x) + a(z)y(x) = 0 e una soluzione particolare di
y'(z) + a(x)y(x) = b(z). Inoltre ogni soluzione dell’equazione differenziale lineare affine &
definita su tutto A.

Esempio 42.1. Risolviamo 'equazioni differenziali

1
1] y——y—a:—O ., re(=1,1).

1—
[2] ¢ — (tanx)y =sinx cos’z , z € [_g,g] .
Nella [1] &
1
W)= b =e,
ed essendo la funzione x — 1 negativa nell’intervallo (—1, 1), per z,z9 € (—1,1) si ha
1 r—1 1—=
/ °= /3—1 ° 08 xo_]_’ Ogl_xoa

Tt
/b Jzals)ds gy — /t( )dt:
o 11—z

1 1 1 1 1
= (—IQ——xg——x3+—x8)

1—z \2 2 3 3

da cui, tenuto conto della (42.6), la soluzione dell’equazione differenziale proposta &

1—2z 1 1 1 1 1
y(z) = y(z0) °+ (—— x3+—x2+—$3——x2>

11—z 11—z 3 2 3 2

ovvero si ha la famiglia di soluzioni

1 1
y(x) = (—x3——$2+0> , CeR.
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Nella [2] &
a(xr) = —tanx b(x) = sinzcos’ z
e usando ancora la (42.6) (la funzione f(z) = cosx ¢ positiva nell’intervallo

(—g, g)) si ottiene

/ a(s)ds = log o8t ,

0 COS Tg

/ b(t) els @) ds gt —

T 4
i cos*xg 1
/ sint cos®tdt = — —cos’x .

20 CoST Jyy 4cosxr 4
Pertanto
4
cosxyg cos‘xg 1 3
r) =vy(x — — cos’x
y( ) y( 0) Cos & 4dcosxr 4
ovVVvero
C 1
y(x) = ——cos’z , CeR.
cosr 4

43. EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI BERNOULLI
e Si chiama equazione differenziale di Bernoulli 'equazione
Y (z) +a(z)y(z) =bz)y"(z) , nel
brevemente
(43.1) v +alx)y=>bx)y" , nez,

dove a,b € C°(A) per A C R un intervallo. Se n = 0 si ha un’equazione differenziale
lineare affine del I ordine, se n = 1 si ha un’equazione differenziale lineare omogenea del
I ordine. Osserviamo anche che, per n > 1, y = 0 e una soluzione. Sian € Z, n # 0, 1:

supponendo che sia y(z) # 0, per ogni € A, moltiplicando la (43.1) per (1 —n)y™", si
ha
(I1=n)y™y + A —n)a(x)y' " = (1-n)b(z)
cioe
1—n\’ 1-n __
(y )—i—(l—n)a(az)y =(1—n)b(zx).

Posto z = y'™, si ottiene allora un’equazione differenziale lineare affine del I ordine le
cui soluzioni, al variare di z(z), sono (cfr. (42.6))

o) = o) TR ON (1) [ pe) om0 g

o

da cui si ricavano le soluzioni y(z) dell’equazione differenziale di Bernoulli,
(43.2) y(z) = [yl—n(%) (=) [ a(s) ds+

v ¢ 1/(1—n)
+(1-n) / b(t) e(1=m) Jz als)ds gy .

Zo
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Questa soluzione non e necessariamente definita su tutto A: ad esempio per 'equazione
differenziale y' = y?, dove a(x) = 0 e b(x) = 1, si hanno le soluzioni

B 1 e w _1: y(@o)
) = [~ =] = g5

le quali sono definite per = # zo + , mentre le funzioni (costanti) a e b sono definite

su R.

1
y(wo)

44. EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI RICCATI
e Si chiama equazione differenziale di Riccati ’equazione
Y'(2) + a(2)y(z) = b(z)y*(z) + c(z)
brevemente
(44.1) Y +a(x)y = b(z)y* + c(x) ,

per a,b,c € C°(A), A C R un intervallo. Se ¢(z) = 0 essa si riduce ad un’equazione di
Bernoulli con n = 2. Sia § € C''(A) una soluzione particolare della (44.1), i.e.

§' +a(2)j = b(x)j* + c(z) |
posto z = y — ¢, sostituendo nella (44.1) il valore y = z + ¢, si ottiene
9 +alz)(z+ ) = b(x)(z + §)* + c(z)
che e 'equazione differenziale di Bernoulli con n = 2
(44.2) 2+ (a(z) — 2b(z)§)z = b(x)2* .

Essa si risolve come visto nel §43 e una volta determinato le funzioni z(x), le soluzioni
dell’equazione differenziale di Riccati (44.1) sono le funzioni y(z) = z(x) + y(z).

Esempio 44.1. Troviamo le soluzioni dell’equazione differenziale
y + 2%y —22%(w+ Dy +at+22° 22 —1=0.
Questa ¢ un’equazione differenziale di Riccati (44.1) con
a(r) = -22*(x+1) , blx)=—-2* , clx)=—-a"—-22" -2 +1.
Queste funzioni sono continue in R; si verifica facilmente che y(z) = x+1 & una soluzione,
dunque la (44.2) da
2 [=22%(x + 1) +22% (v + 1))z = —2? 22

che altro non ¢ che I'equazione di Bernoulli 2/ = —a? 22. Essa ha la famiglia di soluzioni

z(x) =

= da cui
x° +c

= 1 )
y(x) =z + +x3+c
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b
45. EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL TIPO ¢ = f ( ar by e >

a1x 4+ by + ¢y

e Si consideri I'’equazione differenziale

, ax + by(z) + ¢
y'(z) =
a1x + bry(z) + 1
brevemente
ax + by +c
45.1 I —
( ) y f(alx—i-bly—i-cl)

con a,b,c,ar,by,c; €ER, ez +biy+c #0e f € COA) per A C R sottoinsieme connesso.
Caso 1: Se

a b
det [ ] #0
aq bl

si consideri il sistema (lineare in z e y)

X=ax+by+c
(45.2) { Y

Y= a1 x + bly +

dove Y = Y (X), ed avremo

(45.3)

r=AX+BY +C
y:A1X+31Y+Cl

Qui y = y(z) = y(z(X)) cioe y = y(X). Derivando y rispetto a X, si ha

dy dx
(45.4) ax =V E0) oy
e, indicata con Y’ la derivata di Y rispetto a X, la (45.3) da
dx
& A+ BY
x T
d
= A+ BY

Sostituendo nella (45.4) si ottiene
Al + Blyl == y,(CL’(X)) (A + BY’)

da cui /
A+ BY
(X)) = 221
V(@) = iy
D’altra parte nella (45.1) ¢ ¥’ = ¢/(z) = ¢/ (2(X)) e, tenuto conto della (45.2), 'equazione
differenziale (45.1) si riscrive
X

ZMMX»Zf(?)-
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Pertanto ci si riconduce a risolvere 1’equazione differenziale

At By (X
A+BY T\Y

la quale, ad esempio per T' = X fornisce un’equazione differenziale a variabili separabili

nella funzione incognita 7' = T'(X). Una volta determinata T, il sistema (45.2) permette
di avere la soluzione dell’equazione differenziale (45.1) in forma implicita.

Caso 2: Se
a b
det [ ] =0
aq bl

allora esiste A € R tale che a; = Aa, by = Ab. Se b = 0 anche b; = 0 e I'equazione
differenziale ¢ ordinaria, dunque si risolve come visto nel §40. Se b # 0 si ponga t = ax+by

t— t—
9T Poiché t = t(z) sihay =

t’—a_f t+c
b - )\t+C1

generalmente riconducibile ad un’equazione differenziale lineare affine in ¢.

a . . . .
e 'equazione differenziale diventa

ottenendo y =

Esercizio 45.1. Risolvere le seguenti equazioni differenziali:

—rty—1
[1] y/_%yy—l COHx‘i‘y—l?éO
_ 1 \?
(2] y/:(%) con2x —2y+1+#0.
B3] Br—2y+1)de+ (2x+5y+T7)dy=0.
4] ,  Ar+2y—1
2wty —1°

46. EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI CLAIRAUT
e Si chiama equazione differenziale di Clairaut ’equazione
y(z) =2y (z) + 9(y'(2))
brevemente
(46.1) y=zy +g(y)

con g funzione non costante di classe C'(B), per qualche intervallo B C R. Cercando
soluzioni y € C*(A), per A intervallo di R, e derivando rispetto a z si ha

:Ey// +gl(yl) y/l — 0

da cui y” (a: + g’(y’)) =0. Se y” =0 allora ¢y = a, per a € R. Sostituendo nell’equazione
differenziale, la famiglia di rette y = ax + g(a) € soluzione.
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Se invece & x + ¢'(y') = 0 allora posto y' = ¢, si ottiene una soluzione dell’equazione
differenziale di Clairaut in forma parametrica

z=—g'(t)
y=—tg'(t) +9(t)
(dove la seconda equazione segue dalla (46.1)).

Esempio 46.1. Risolviamo le seguenti equazioni differenziali:
1
D]yzxy+g.
2] y=2zy +2y°".

3] v —2zyy +2%° —4y"=0.
1
[4] yzllfy/+?-

Per la [1] derivando rispetto a x si ottiene I’equazione

1
/(o) -0

Le soluzioni sono la famiglia di rette y(x) = az + 1/a, per a € R\ {0}, e la curva
parametrizzata da (t = 1/)

2
ovvero la parabola x = yz

Per la [2] moltiplicando per y(z) # 0 si ottiene y*> = 2zyy + 2%y e posto z = 32
I’equazione data diventa
/ 1 13
z=xz + ZZ .
Si procede quindi nel modo descritto sopra ottenendo un’equazione parametrica.

Per la [3] risolvendo I'equazione rispetto a y si ha
y=ay +2y”

le quali sono due equazioni differenziali di Clairaut.
Per la [4] derivando si ottiene ’equazione

2
s (o) 0.

Percio oltre alle rette y = ax + b, a,b € R, si ha la curva parametrizzata da
2
Rz

3
V=3

T
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cio¢ si ha la curva (cubica del piano) di equazione cartesiana 27x* — 4y° = 0.

47. EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI D’ALEMBERT-LAGRANGE

e Si chiama equazione differenziale di D’Alembert-Lagrange 'equazione

y(@) =af(y'(2) + 9y (x))

brevemente

(47.1) y=zf()+9{)
con f, g funzioni non contemporaneamente costanti di classe C''(B) per B intervallo in R.
Cercando soluzioni y € C?(A) in un intervallo A C R, derivando rispetto a x si ottiene

V=10 +2 Wy + 90y
Posto t = ¢ (dunque t = t(x) e y = xf(t) + g(t)) si ha
t=ft)+zf' )t +4@)t
ovVvero
t—ft)=t(zf'(t)+4().
Set' = 0alloray” =0dacuiy =ax+b, a,b € R, cioe f, g sarebbero contemporaneamente
costanti. Quindi ¢’ # 0.
Se z f'(t) + ¢'(t) = 0 si avrebbe t — f(t) = 0 ie. f(t) = t. L'equazione differenziale
di D’Alembert-Lagrange verrebbe allora ricondotta all’equazione differenziale di Clairaut
y=zy +g(y)
Percio determineremo le soluzioni per = f'(t)+¢'(t) # 0, di conseguenza anche t— f(t) # 0.
Si ha
t/ _ t— f(t) )
YIOEA0)
Si assuma che la funzione ¢ sia invertibile in A per cui la sua inversa ¢ x = x(t) e
z = z(t(z)) da cui &(t(z))t'(z) = 1 dove & indica la derivata di « rispetto a ¢, percid
1
(4 _ b
ottenendo cosl
f (1) + g'(0)
t— f(t)
ovvero l'equazione differenziale affine del primo ordine
R
ft)—t t— f(t)
che permettera di determinare x in funzione di ¢ e dunque, tenuto conto dell’equazione
differenziale (47.1), si ha la soluzione parametrica

T+

x = xz(t)
{ — (D) f (1) + (1)
Esercizio 47.1. Risolvere le equazioni differenziali
1] y=ay”+y°.

2] y=—zy+y —2.
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48. EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI MANFREDI
e Si chiama equazione differenziale di Manfredi I’equazione
y'() = ¢(z,y(x))
brevemente

(48.1) y = p(z,y)

dove ¢ : R? — R ¢ una funzione di due variabili reali, continua e omogenea®® di grado 0,

cioe per ogni A € R & o(A\x, \y) = p(z,y). In particolare per x # 0

p(z,y) =p(z- Lz %) = (1, %)

per cui I'’equazione differenziale di Manfredi e riconducibile alla forma

=0

dove f : B — R ¢ una funzione continua su un sottoinsieme B di R. Posto t = J ,
x

t = t(z), derivando la funzione y = x t, si ottiene

y =t+at
cioe
t+xt = f(t).
Pertanto si ha ’equazione differenziale a variabili separabili
1

t’z;(f(t)—t)

che permette di determinare ¢ in funzione di x. Infine y(z) = xt(z) saranno le soluzioni

dell’equazione differenziale di Manfredi.
Esempio 48.1. Risolviamo I'equazione differenziale
2eyy —x —y*=0.
Poiché z,y # 0, riscriviamo 1’equazione differenziale come
2ty
2zy

1 [z
-3+
2\y =z

e posto t = J ,ey=xtdacuiy =t+xt, avendo
x

t+at L 1+t e 1(1-¢
€T = — — [ —
2\t €T 2t

24Una funzione f:R™ — R si dice omogenea di grado o, per a > 0, se per ogni A € R si ha che
f()“rla"' ,)\.’tn) = )‘af(xh"' axn) .

cioe
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equazione differenziale a variabili separabili che integrata da

11— x
| = —
Og‘l—t2’ Zo
OVVEro
1—t |
|1—t2| N Zo

da cui si ricava ,

2
Ty — i
@) =aletc) , ©=DU0S
Zo
49. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DI ORDINE 1 > 2 A COEFFICIENTI COSTANTI

Sianoa; : A —+R,0<j<n-1,eb: A— R funzioni continue in un insieme connesso
A CR. L’equazione

(49.1) Y (@) + an 1 () y" V(@) + - + ar(2) Y (@) + ap(2) y(z) = b(x) ,

dove y : A — R ¢ la funzione incognita di classe C™(A), si chiama equazione differenziale
lineare di ordine n. L’equazione (49.1) la scriveremo anche come

y "+ ap 1 (@) y" Y 4+ ar(2) Y + ag(x) y = b(x)

o equivalentemente

n—1
v+ ar(@) y™ = b(z) .
k=0

L’applicazione L : C"(A) — C°(A) tra gli spazi vettoriali C"(A) e C°(A) definita da

n—1
Ly = y™ + Z ar(z) y®
k=0

¢ lineare: infatti se \,p € R e y,z € C"(A) allora

n—1

LOAy+pz)=Ay+p2)" +) an@) Ay +p2)® =
k=0

n—1
k=0

n—1 n—1
= Ay 4> Nar(x)y® + pz + > par(r) ¥ =
k=0 k=1
n—1 n—1
Ay™ X Zak(x) y® 2™y Zak(x) 2 = XNLy+ulLz.
k=0 k=1

L’equazione differenziale (49.1) si riscrive dunque

Ly=b , beC’A).
Indichiamo con S C C™(A) lo spazio delle soluzioni dell’equazione differenziale (49.1). Per
Yo € C"(A) soluzione particolare di (49.1) sia Sy, = {y € C"(A) 1y = yo+u, u € Ker L}.
Allora § = §,,. Infatti se y € S allora Ly = b. D’altra parte Ly, = b, percio se u = y —yo
allora Lu = L(y—yo) = Ly—Lyo = b—b = 0. Ne segue che y = yo+u con u € Ker L ovvero
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y € Sy,. Viceversa, sey € S, alloray = yo+uperu € Ker L e Ly = Lyy+ Lu = Ly, = b.
Dunque y € S. In definitiva

S=yw+KerL:={yeC"(A):y=yo+u, Lyp=>, u € Ker L} .
L’equazione differenziale
(49.2) u™ +a, (2)u" D+ ag(z) U+ ag(z)u =0

o equivalentemente

—_

3

ap(z) u® =0
0

u™

i

si chiama 1'equazione differenziale omogenea associata all’equazione differenziale (49.1).
Essa si riscrive come

Lu=0
per cui lo spazio delle soluzioni di (49.2) ¢, in modo ovvio, Ker L.

Proposizione 49.1. II sottospazio vettoriale Ker L C C™(A) ha dimensione n.

Dimostrazione. Sia oy € A un punto assegnato e si considerino gli n sistemi di equazioni
differenziali:

(Lu =0 (Lu =0 (Lu =0 (Lu =0
u(zg) =1 u(zg) =0 u(zg) =0 u(zg) =0
u'(z9) =0 u'(xg) =1 u'(x9) =0 u'(x9) =0
u"(z9) =0 u’(xg) =0 u'(zg) =1 u"(z9) =0
u® (z) = 0 u® (z0) = 0 u® (z0) = 0 u® (z) = 0

Lu D (20)=0 LuV(2g)=0 LuV(xg)=0 u™ D (z9) =1

di cui si dimostra che la rispettiva soluzione uq, - - - , u, € unica. Inoltre tali funzioni sono
elementi di Ker L linearmente indipendenti. Infatti sia

(49.3) MU+ -+ Au, =0
una loro combinazione lineare nulla. Allora nel punto xy si ha

0= (Aus+ -+ Mg (z0) = Mug(zo) + - - + Aun(xo) = A
che sostituito nella (49.3) derivata e calcolata in zy da

Cosi continuando dopo n passi si ottiene Ay = --- =\, = 0.
Ui, -+ ,u, sono anche dei generatori di Ker L: infatti per v € Ker L, sia A\, = u*~(z),
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n
per 1 < k <n. Le funzioni uy = E AL U € u risolvono il sistema
k=1

(Lv=0
U(%O) = /\1
U,(CL'0> = )\2

n
e poiché la soluzione e unica, necessariamente u = ug ovvero u = E AL U

k=0
Questo prova che

Ker L = Spang{uy, -+ ,u,} e dimgKerL =mn.
U

e Assumiamo da ora in avanti che i coefficienti a;, 0 < j < n — 1, dell’equazione differen-
ziale (49.1) siano costanti (reali) e consideriamo il polinomio di grado n
p(A) = A"+ @ N 4+ arh + ag

detto polinomio caratteristico associato all’equazione differenziale lineare omogenea (49.2)
(o all’equazione differenziale lineare (49.1)). Ad esso corrisponde ’operatore differenziale

Pp: C"(A) — C°(A),
Pp=D"+a, D" '+ - 4a1D+ayl
dove D denota la derivazione rispetto a x e I : C"(A) — C°(A) ¢ 'operatore identita (i.e.
Iy =y).
Allora le equazioni differenziali (49.1) e (49.2) sono rispettivamente
Ppy=b e Ppu=20.

Notare che Pp € un’applicazione lineare e Ker Pp = Ker L, dunque dimg Ker Pp = n;
inoltre

S =1yo+ Ker Pp,
yo € C™(A) soluzione particolare della (49.1).

e Supponiamo che p()\) abbia n radici reali e distinte Ay, -+ A,. Allora

(49.4) pPA) =A=A)- (A=),
di conseguenza avremo anche
(49.5) Prou=(D—-MI)---(D—=X,1)u

dove (D — A\j I)u = Du — A\; [u = v/ — A\ju. Poiché la decomposizione (49.4) non dipende
dall’ordine dei A — )\, anche la decomposizione (49.5) non dipende dall’ordine dei D — A; I
e dunque, se ad esempio j < k, si scrive anche

Pou=(D—=MI)---(D=MI)---(D=X\1I)---(D— X\, Du.

E allora ovvia la seguente
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Osservazione 49.1. Se per qualche j, 1 <j <n, e (D — A;jI)u=0 allora Ppu = 0.
Infatti
Pou=(D—MI)-(D— X\ u=

—(D=MID)--- (D= A\ (D= A 1) - (D= A\ DD = N Du =0
Posto u;(z) = eN® per 1 < j <n,siha, perognii=1,---,n:

(D — )\7, I)U,](ZE) = l)€>\jaC — /\1'6/\jac = )\j€)\jgC — )\iG)\jx = (/\] - )\Z)Uj($)

da cui

{0
(49.6) (D =\ Iu; =

(>\j - )\1)'&] se 1 :] .

se i =]

In particolare, dall’Osservazione 49.1, &

PD’LLj =0 s 1 S j S n.
Proposizione 49.2. Le n funzioni u;(z) = €Y%, 1 < j < n, sono linearmente indipen-
denti.

Dimostrazione. Sia
(49.7) pity + -+ fpt, =0,

una combinazione lineare nulla delle funzioni wuq,--- ,u,. Applicando 'operatore lineare

(D—=XoI)---(D—M\,1),siha

0:(D—)\QI)---(D—)\HI)(i,ujuj> :anuj(D—Azf)---(D—AnJ)uj:

J=1

n

=t H()q — Ai)uy
i=2
da cui, essendo \; # A per 2 < i < n, si ricava u; = 0. Sostituendo questo valore nella
n

(49.7), si applichi 'operatore differenziale (D —X3I)---(D—\, 1) a Z i u; = 0. Poiché

j=2
0 , 3<j<n
IO =X)ue , j=2
=3
si otterra po = 0. Cosl continuando, in n passi, si ricava pg = -+ = p, = 0. U
Pertanto {us, - ,u,} & una base per Ker Pp,
Ker Pp = Spang {uy, -+ ,u,} ie. Ker Pp = Spany {e’\lx, e ,e“x} ,
percio le funzioni uq, - - - , u, generano lo spazio delle soluzioni dell’equazione differenziale

omogenea associata (49.2) permettendo cosi di determinare anche lo spazio delle soluzioni
dell’equazione differenziale (49.1) essendo

S =1yo+ Ker Pp =
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={y e C"(A) :y(z) = yo(x) + ch N Ppyo(z) = b(x), ¢; €ER, 1 < j<n}.

J=1

e Se invece p(\) ha una radice complessa semplice che, senza perdere di generalita,
potremo supporre essere l'ultima J\,, allora poiché p(\) ha coefficienti reali, anche A,
e radice di p(\). Quindi il polinomio caratteristico si decompone in

PO = (A=) (A= Xam2) (A = X)) (A = Ay)
dove A\, -+, A,_o sono le rimanenti radici reali, ossia
PA) = (A= A1) (A= Xsa) (A = 2(Re M)A + [ An]?)
con A2 —2(Re \,)A + [ A\, |> > 0 per ogni A € R, cosicché
Po=(D—-XM1I)---(D—=X\—20)Qp

dove Qp : C*(R) — C°(R) & 'operatore differenziale dato da

Qp = D? —2(Re X)) D + |\ J* T .
Si verifica facilmente che
Osservazione 49.2. Se (Qpu = 0 allora Ppu = 0.

Per quanto visto in precedenza, le funzioni u;(x) = eN® 1 < j <n — 2, appartengono
a Ker Pp, inoltre un calcolo diretto mostra che

(49.8) Qpu; = (A —2(Re X)X + [Aa|*)u; , 1<j<n—2.
Scritto A, = a+1i 3, f # 0, consideriamo le funzioni (reali)
Up—1(x) = e cosfxr |, uy(x)=e**sinfr .
Calcolando si ottiene:
Qpip_1 = (D2 —2(Re\,)D + |/\n|2])un_1 =0,
Qpu, = (D2 —2(Re \,)D + | A2 I)un =0.

Ne segue che Ppu,,_1 = Ppu, = 0, risultando cosi u,_1,u, € Ker Pp.

(49.9)

Proposizione 49.3. Le n funzioni u;(z) = e*, 1 < j <n—2, u, 1(x) = €** cos Bz,
up () = e* sin Sz sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia
(49.10) Uy 4t o Up—o + 1 Up—1 + iy Uy =0 .
Applicando l'operatore differenziale
(D= A1) (D= A2 )@p

si ottiene

i = A2) (g — Aa) (A2 = 2(Re A) Ay + [Aaf?) ug = 0
da cui pg = 0 (essendo \; # A\; per 2 < j <n—2e X —2(ReX\,) A\ + |\ |> > 0).
La (49.10) diventa:

,u2u2+"'+ﬂn—2un—2+ﬂn—1un—l+unun:0~
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Applicando l'operatore differenziale
(D —=As1)-+ (D= A2 1)@p

si ottiene puy = 0. Cosl continuando, in n — 2 passi, si ottiene y; = -+ = u,_o = 0. Nella
(49.10) resta allora fi,, 1 uy_1 + pin, uy, = 0, Ovvero

fn—1 € cos fr + pp e sinfr =0 <= p,_1 cosBx + p, sin fxr =0

per ogni z € R. In particolare per x = 0 si ottiene u,_; = 0, di conseguenza, restando
i sin Bz = 0, per ogni x € R, ¢ anche p,, = 0. Abbiamo cosi ottenuto p; = -+ = p, =0
e percio uq, - - - ,u, sono linearmente indipendenti. Il

Risulta dunque

Ker Pp = SpanR{uh T 7unf27un717un}
1.e.
KerP _S Ax An—2T o 6 oar B _
D = dpang &, - e , e cos P, € sin fry =
= Spang {eM*, .-+ eMn2?, eBReAT cos (Im N, )z, eTer)®sin (Im )z}

Ne segue che lo spazio delle soluzioni dell’equazione differenziale (49.1) con coefficienti
costanti e

n—2
S = {y € C"(A) :y(x) = yo(x) + Z ¢; N 4 g eFEIT cos(Im A, )z +

j=1
+c, e sin(Sm N ), Ppyo(z) = b(z), ¢; € R,1 <5 < n} :

e Supponiamo ora che il polinomio p(A) abbia radici reali e distinte Ay, , \g, k& < n,
ma una di esse con molteplicita. Senza perdere di generalita si puo supporre che sia
I'ultima radice A\ con molteplicita m, 2 < m < n e dunque kK — 1 +m = n. Il polinomio
caratteristico p(A) e operatore differenziale Pp si decompongono in

PAA) = A= A) (A= X)) (A = )™,
Pou=(D—=MI)---(D—=X 1 1)(D—= X )" .
Si prova facilmente che
Osservazione 49.3. Se (D — A\, I)™u = 0 allora Ppu = 0.
E gia noto che le funzioni u;(z) = e¥% 1 < j < k—1, appartengono a Ker Pp e, tenuto
conto della (49.6), il calcolo diretto mostra che
(4911) (D - /\k I)muj == ()\] - )\k)mUj s 1 S] S k—1.
Sia
ugp () = "M heN.
Allora, poiché® (D — A\ Iug, = hugy_1, per p € N, p > 1, si ha
(D — /\k: I)pukh = h(D — )\k I)p_lukh_l = h(h — 1)(D — )\k I)p_Qukh_g =
= = hh=1)---(h—p+ Dugpp -

p-passi

25(D7)\k Dugp = D(x"e e ®)— )\ aher® = pgh=lere® 4\ gher® Ny plere® = hgh=le ™ = ypy (z).
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Dunque
0 , 0<h<p-—-1

plug , h=p

In particolare per p = m,

(D—)\kf)mukh:() s 0§h§m—1
ovvero ug, € Ker Pp per 0 < h < m—1. Nesegue che u;, upp, 1 < j <k—1,0<h <m—1,
sono n funzioni (reali) appartenenti a Ker Pp.
Proposizione 49.4. Le n funzioni u;(x) = e¥®, 1 < j < k — 1, upp(z) = zhe,
0 < h<m-—1, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione.Considerata una combinazione lineare nulla
k—1 m—1
(49.13) Z/Jj Uy + Z MEh Ugh = 0
j=1 h=0

si applichi I'operatore differenziale (D—MXy 1)+ (D — A1 1)(D— X, I)™ ottenendo cosi,
tenuto conto delle (49.6) e (49.11),

k—1

Hl()\l — )\k)m H()q — )\i)e)‘lx =0

1=2

da cui segue 3 = 0. Proseguendo con la stessa tecnica adottata per le combinazioni
lineari (49.7) e (49.10), in k — 1 passi si ottiene py = -+ ux_1 = 0. Nella (49.13) resta

allora
m—1
Z frh Ugn = 0 .
h=0

Applicando di volta in volta I'operatore differenziale (D — A\ I)P partendo da p=m—1
fino a p = 1, si ottiene g1 = fkm-2 = -+ = g1 = 0. Infine, poiché nella (49.13)
si avrd soltanto puro uro(T) = pgo €™* = 0 per ogni x € R, necessariamente & g = 0.
Quindi abbiamo provato che p1y = -+ = 1 = ptgo = - - - = pkm—1 = 0 e percio le funzioni
Uy, Up—1, UKD, * * * , Ukm—1 SONO linearmente indipendenti. Il

In conclusione
Ker Pp = SpanR {Ub sy Ug—1, U0, * 0 aukmfl}

le.
Ker Pp = Spang {eklx, coe @M kT L ,xm_le)"“x}

e di conseguenza
k m—1
S = {y € C"(A) 1 y(x) = yo(x) + Z c; eNT + Z Cp " M
=1 h=1

Pp yo(w) = b(z), cj e €R, 1< j <k 1<h<my—1}.
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e Infine se il polinomio p(A) ha una radice complessa con molteplicita m > 2, supponendo
che questa sia l'ultima A allora, poiché anche )\ e radice di p(\) con molteplicita m, si
ha n = 2m + k — 2. 1l polinomio caratteristico si decompone in

PA) = (A= A1) - (A= Nema) (A = 2(Re M)A + [ )™

con A% — 2(Re A\p) X + [ A\x|*> > 0 per ogni A € R, cosicché
Pp=(D—=MI)-- (D= XN21)Qp
dove Qp : C*(R) — C°(R) & l'operatore differenziale
Qp = D* —2(Re \p)D + | \p* I .
Notare che
Osservazione 49.4. Se Qju = 0 allora Ppu = 0.
Per 1 < j <k — 2, le funzioni u;(z) = e¥* € Ker Pp e (cfr. (49.8))

Qpu; = (A7 = 2(Re Xp)\j + [\ )u; , 1<j<k—2

da cui
Qhuj(x) = (A2 =2Re Xp)\j + [\e?) e, 1<j<k-2.

Scritto Ay, = a+18, B # 0, per ogni h € N, si considerino le funzioni reali

h _ax h

ugp(x) = 2" cos fr ,  vgp(x) = 2" sin P .

I1 calcolo esplicito (cfr. con (49.9)) mostra che

(49.14) Qpuko =0 , Qpuko =0

per cui QFur = 0, QFvke = 0 risultando cosl ug, vk € Ker Pp. Dimostreremo che anche
Un, Vpn € Ker Pp per 1 < h <m — 1.

Si noti che wugy(z) = zugn_1(x), ven(z) = xvgp_1(z), 1 <h <m—1.

Per u € C?(R) si ha?®
D(zu) = u+ zDu

D*(zu) = xD*u+ 2Du .
Sia Rp : C*(R) — C°(R) l'operatore differenziale definito da
Rp=2D —2al;

definiamo RY, := I, Q% := I. Poiché Qp commuta®’ con D, per ogni p € N, p > 1, anche
Q", commuta con Rp.

Lemma 49.1. Per u € C*(R) si ha

(49.15) QY (xu) = 2QV  u + (p+ 1)RpQhu
per ogni p € N. In particolare per ogni p € N,
(49.16) P ey =0, Q0 g, =0

26D2(zu) = D(u+ xDu) = Du+ Du+ 2D?*u = 2D?*u + 2Du

Y"QpRp = (D* —2a D + (a? + $2)I) (2D — 2a 1) = 2D* — 2a D? — 4a D? + 46D + 2(a? + %) D—
—20(a?+p*)I = (2D—2a1)D?*—4a(D—al)D+2(a?+42)(D—al) = RpD?*—2a RpD+(a?*+5%)Rp =
= RD(D2 —2aD + (a2 + [32)[) = RDQD.
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Dimostrazione. Procediamo dimostrando per induzione su p € N entrambe le formule.
Per la (49.15) se p = 0 si ha
Qp(zu) = (D* = 2a D + (o + B*)I) (zu) = D*(zu) — 2a D(zu) + (o + B%)zu =
= 2D*u + 2Du — 2a(u + xDu) + (o® + BHau =
= z(D’u—2a Du+ (a® + *)u) + 2Du — 2au
dunque
(4917) QD(ZEU) = ZEQDU + RDU
che ¢ la (49.15) per p = 0. Ammessa vera la (49.15) per p, per p+ 1 si ha
Qp+2(xu) — QD (QHI(JL’U)) _ QD( QP+1U + (p_'_ 1)RDQp u) —
=Qp(z Qytu )+ (p+ 1)RDQP+1 = QPHU + RpQy u+ (p+ D) RpQy u =

= x@p”u + (p +2)RpQY
Quindi per il principio di induzione, (49.15) & vera per ogni p € N.

Dalla (49.14), se p = 0 allora (49.16) ¢ vera. Ammessa la veridicita per p, usando la
(49.15), per p+ 1 si calcola
+2

Q%+2ukp+1 = % (xukp) Qp (Qp+1('rukp)) Qp (xQ%HUkp ( + 1>RDQ%ukp) =
= (p + 1)QD (RDQDUkp) = (p + 1)RDQD Ugp = 0.

In modo analogo si procede per Q%’Lgvkpﬂ. In conclusione, dal principio di induzione
matematica, la (49.16) ¢ provata per ogni p € N. d

Proposizione 49.5. Se m > 2 e la molteplicita della radice complessa Ay del polinomio
caratteristico dell’equazione differenziale omogenea (49.2) allora

Dug, =0, DUk =0
per 0 < h<m—1.

Dimostrazione. Per h = 0 il risultato ¢ gia noto per la (49.14). Sia h > 1. Dalla (49.16)
si ha

—(h+1 he
QT uyy, = Q’B (h+ )( fb+1ukh) —Qn h 1(0) —0
sem—h—12>0, cioe se h <m — 1. Percio Qug, =0 anche per 1 < h <m — 1.
Analogo risultato si ottiene per QFvgy,. O

Quindi le funzioni ugy, vy, € Ker Pp anche per 1 < h < m — 1.

Osserviamo che®®
(4918) RDukg = —2BU]€0 y RDUkO = 2Buk0 .
Vale il seguente

Lemma 49.2. Per ognip € N

(i)  RBuro = (—1)7(28)Pupg ., RPuk = (—1)P(28)*vy
(ZZ) R%pﬂuko = (_1)p+1(2ﬂ)2p+lvk0 s R%j+1?]k0 = (—1)p(26)2p+1uk0 .
2Rpury = 2(D — od) (e cos fz) = 2(ae®® cos Bz — fe sin B — ae®® cos fz) = —26(e*® sin fz) =

—2Bvkp. In modo analogo si procede per Rpuvyg.



IX - Equazioni differenziali 169

Dimostrazione. Procediamo per induzione su p.
Per la (i): se p = 0, RYurg = Tugy = upo e il membro destro della prima delle (i) ¢
esattamente ugg. Ammessa vera l'uguaglianza per p, i.e. R%’uko = (=1)P(2B)*uy, per
p+1siha

R%(pﬂ)uko = R%H_ Uk = RD (R uko) = (—l)p(25)2pR?Duk0

(19.15)

= (=1)P(26)* Rp(—2Bvo) = (=1)"*1(28)* " Rpuso (49.18)

- (_1)p+1(26)2p+2uk0 _ (_1)p+1(25)2(p+1)uk0 .
Pertanto dal principio di induzione, R%’uko = (=1)P(28)*Pusg per ogni p € N.
In modo analogo si prova R%’vko = (—=1)P(2/3)?Pvy per ogni p € N.
Per la (i1): se p =0 si ha la (49.18). Ammessa vera 'uguaglianza per p, cioe
RZ g = (—=1)P+1(28)%+ oy, per p + 1 si ha

R uso = B (R uro) = (1) 20" Rhuowo | =

= (=1)"*1(28)*"* Rpuxo (49:18) (=1)P2(2B)% 5

Quindi per il principio di induzione, la prima formula della (4i) & vera.
In modo analogo si prova la seconda formula della (7). U
Lemma 49.3. Per ognip € N,
Qpuky = p! Rpuro ,  Qpurp = p! Rpvko -

Dimostrazione. Procediamo per induzione su p € N. Per p = 0, nella prima uguaglianza
da provare, il primo membro ¢ QY puko = lugy = uko, il secondo membro ¢ 0! RDuko =
Tupy = upp. Dunque i due membri sono uguali. La medesima situazione vale per la
funzione vyo. Questo prova la veridicita delle formule per p = 0. Sia ora vera Qhuy, =
p! R% g, allora, usando il Lemma 49.1, si ha

QJ Ukp+1 = QD (l”ukp) = iUQpHukp +(p+ 1)RDQpDukp =
=(p+ 1)p! R%Huko =(p+1)! R%Huko )

Stessi calcoli si hanno per Q’Z;r Ugp+1. Pertanto, dal principio di induzione matematica,
il Lemma ¢ dimostrato. U

Tenuto allora conto del Lemma 49.3 e del Lemma 49.2, otteniamo

(49 19) Q%]qup = CZpuk:O ) Q2Dpvk2p = C2pvko .

2p+1 2p+1
Q1§)+ Uk2p+1 = _CQp—I—lUk:O ) Q[])H Vk2p+1 = OQp—i—lukO
dove C, = (=1)I"/2r1(28)", r € N.

Proposizione 49.6. Le n funzioni uj(z) = eN%, 1 < j < k — 2, up(x) = 2"e*® cos Bz,

vpn(z) = e sin Bz, 0 < h < m — 1, sono lmearmente indipendents.
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Dimostrazione. Sia

k—2 m—1
Z g ws + (Mlh Ugp + Hon Ukh) =0
=1 h=0

una combinazione lineare nulla delle funzioni u;(z) = €% 1 < j < k — 2, up(z) =
2 cos B, vpn(x) = zMe* sin B, 0 < h < m — 1, Applicando I'operatore differenziale
(D—=XoI) (D — Mo I)Q si ha
k—2
pn [T = A) (A = 2(Re Ao Ay + M) ™M™ =0

=2

da cui g1 = 0. Della combinazione lineare nulla resta

k—2 m—1
Z g ws + Z (Mlh Ugp + fon Ukh) =0
=2 h=0

e applicando a questa (D — A3 ) -+ (D — A2 I)Q' si ottiene ps = 0. Cosi continuando,
in k — 2 passi, si ha u; = - ti—o = 0. Della combinazione lineare nulla rimane

m—1

Z (£1n wen, + pon vrn) = 0.
h=0

Applichiamo Q72! ottenendo

m—1 m—1
0= tim-1 QD Ukm—1 + Hoam—1 QD Vkm—1 -

Dalla (49.19), se m = 2p allora
0 = Cop_1 (—fa2p—1Vk0 + Mozp—1Uk0) = Him—1Vko — fom—1Uko = 0 <=

Him—1 = flom—1 =0,
se m = 2p + 1 allora

0 = Cyy (H12pUko + H22pVk0) = Mim—1Ugo + Hom—1Uk0 = 0 ==

Him—1 = H2m—1 = 0.
In ogni caso risulta pi1,,-1 = pom—1 = 0. Resta allora

m—2

Z (1 wan + pion vkn) = 0
h=0

e applicando Q'3~2, procedendo come appena fatto, si ottiene ji1,, o = pom_» = 0. Cosi
continuando in m passi avremo p1; = pop, = 0, 0 < h < m — 1. In conclusione le funzioni

uj, 1 <3 <k—2, upp, vgn, 0 < h < m — 1, sono linearmente indipendenti. O
Ne segue
Ker Pp = SpanR{e’\””7 oo @2t e REAIT g (S N ), e R sin(Sm Ay )z,
z eREAT cos(Im A\ )z, AT sin(Im Az, -,

2™ e ReMIT og(Tm A )z, 2™ Le®eAT gin(Im )\k)x}
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da cui lo spazio delle soluzioni dell’equazione differenziale (49.1) e

k—2
S = {y e C"(A) :y(x) = yo(x) + ch M4
j=1
m—1
+ (Clh zh e(Rere)z cos(Sm \p)x + copp 2" e(Rere)z sin(Sm )\k)a:) ,
h=0

PDy()(SL') :b<$€), Cj,Clh,CQhGR, 1< <k-2, Oghgm—l} .

49.1. Metodi per la determinazione di una soluzione per 1’equazione differen-
ziale (49.1) a coefficienti costanti.

e Supponiamo che il dato b(x) sia un polinomio di grado r e che ag # 0. Allora ricerchiamo
una soluzione particolare yo(x) che sia un polinomio di grado r, cioe

yo(SL’) = br.f(fr + brfllmil B bll' + b()

determinando i coefficienti b; usando il principio di identita dei polinomi, una volta sos-
tituito yo e le sue derivate in (49.1). Se invece ag = a3 = -+ = a1 = 0 € a,, # 0 allora
ricerchiamo una soluzione particolare yq che sia il prodotto di 2™ per un polinomio di
grado r, cioe

yo(z) = 2™ (bya” + bp_y2" -+ byw + by)
e di nuovo si determinano i coefficienti b; usando il principio di identita dei polinomi, una
volta sostituito yo e le sue derivate in (49.1).

e Se b(r) & multipla della funzione f(z) = €**, per k € R, e k non & radice del polinomio

caratteristico p(A) allora ricerchiamo una soluzione particolare dello stesso tipo, cioe
yo(z) = cet

se invece k e radice di p(\) ed ha molteplicita m > 1 allora ricerchiamo una soluzione
particolare del tipo

determinando ¢ usando la (49.1).

e Se b(x) ¢ il prodotto di un polinomio di grado r e di €%, la soluzione particolare yo(z) la
si cerca dello stesso tipo se k non e radice del polinomio caratteristico, mentre la si cerca
del tipo

Yo(w) = 2™ (bg + by + - - - + bya”)
se k e radice del polinomio caratteristico con molteplicita m.
e Se b(z) ¢ una combinazione lineare delle funzioni f(z) = coskz e g(z) = sinkz, per

k € R e ik non e radice del polinomio caratteristico allora ricerchiamo una soluzione
particolare del tipo

yo(z) = ccoskx + dsin kx

determinando ¢ e d in modo che, al solito, yo soddisfi la (49.1).

e In generale se b(x) ¢ una funzione qualsiasi, un metodo che & assai utile per deter-
minare una soluzione particolare della (49.1) ¢ quello della variazione delle costanti. Si
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determinano le n soluzioni linearmente indipendenti uq,--- ,u, dell’equazione differen-
ziale omogenea (49.2) e scritta la sua generica soluzione u(z E cjuj(x), per ¢; € R,

si ricerca una soluzione particolare yo(x) della (49.1) della forma

n

yo(w) =Y ¢j(@) u;(x)

=1

dove le funzioni incognite ¢;(z), 1 < j < n, si determinano cosi. Derivando successiva-
mente si assume che

(49.20) Zc W (@) =0

per 1 <k <n—1in modo che

3

(@) =D @) ul (@) + Y o) ul (@)

j=1 j=1
Allora, tenuto conto della (49.2) per le funzioni u;(x), 1 < j < n, si ha

n

)+ Sik?e) = S o))+ 3ot

Jj=1

(49.21) > (@) ul (@) = ba) -
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Infine il sistema di n equazioni differenziali del I ordine costituito dalle (49.20) e dalla
(49.21),

(> @) ) =0

(49.22)

permette di determinare le funzioni ¢i(x),- -, cp(x).
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X - Calcolo approssimato di radici

In questo capitolo si affronta il problema della determinazione (approssimata, con approssi-
mazione arbitraria) delle radici dell’equazione f(xz) = 0 su un intervallo dove f & una funzione
perloméno di classe C'. Tuttavia non si puo sperare di ottenere delle “formule di risoluzione” |
come ad esempio nel caso delle equazioni polinomiali di primo o di secondo grado: questo & gia
impossibile per le equazioni polinomiali di grado > 5. Neanche per il problema qui formulato
(e cioe di determinare le radici in modo approssimato) vi ¢ in realtd un metodo generale che
conduca al risultato desiderato, eccetto per il caso in cui f(x) sia un polinomio, e anche in questo
caso, per i polinomi di grado > 5, i metodi teorici di approssimazione delle radici potrebbero
condurre a calcoli numerici di tal volume da rendere dispendioso anche il lavoro di un calcolatore
elettronico. Nel presente capitolo ci si limitera ad indicare alcuni casi particolari dei quali, sotto
oppurtune ipotesi sulla f(z), si dispone di mezzi (teorici e pratici) per risolvere il problema in
discussione. E questo '“ABC” di una disciplina matematica denominata Analisi Numerica.

50. METODI ELEMENTARI PER IL CALCOLO APPROSSIMATO DI RADICI

e Sia f : I — R una funzione definita sull’intervallo I C R di classe C*(I). Si consideri
I’equazione

(50.1) flx)=0

di cui vogliamo determinarne le soluzioni x € I. Sebbene lintervallo I possa essere
limitato, puo darsi che 'equazione (50.1) abbia un’infinita di radici, ad esempio se f &
identicamente nulla su qualche sottointervallo J C I. Comunque esistono anche esempi
di funzioni come la funzione

f(@) —xGSini . zeR\ {0}

che non sono identicamente nulle in nessun intervallo ma per cui la (50.1) abbia lo stesso
un’infinita di radici. Un primo passo allora sara decomporre I'intervallo I considerandone
una partizione fatta in modo che in un qualsiasi intervallo di essa si abbia o esattamente
una radice della (50.1) oppure non si abbia nessuna radice. In particolare potremo rag-
giungere questo traguardo se la funzione f ¢ continua nell’intervallo I (I’equazione (50.1)
non ha soluzione se nellintervallo I f non cambia di segno). Ad esempio, la funzione

fl@)y=>" b, . zeR\{a, -, a,}

im U
dove a; < -+ < a, eb; > 0,1 <i<n, e definita in ciascuno degli intervalli (—o0, a;),
(a1,a9), -+, (an,+00). Inoltre, in ciascuno di questi intervalli f ¢ derivabile (quindi

continua) e dal fatto che
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segue che f € C*(R\{zy,---,z,}) e anche che ¢ monotona decrescente. Si noti inoltre
che

lim f(x) = +o0

T—ra;
per ogni i € {1, ---, n. Si pud concludere che per tale funzione 'equazione (50.1) ha

esattamente wuna radice semplice in ciascuno degli intervalli (a;,a;11), 1 < i < n — 1.
Nell'intervallo (—o00,a1) (rispettivamente nell’intervallo (a,,+0c0)) 1'equazione (50.1) ha
una radice semplice se ¢ > 0 o se ¢ < 0 oppure nessuna radice se ¢ = 0. Per ottenere
una decomposizione dellintervallo I nel modo su menzionato (i.e. tale da separare le
radici dell’equazione f(x) = 0) sarebbe necessario, da un punto di vista teorico, studiare
Iandamento della funzione f, ovvero la variazione del segno di f’. In particolare, si
renderebbe necessario determinare le radici dell’equazione f’(z) = 0. Purtroppo, salvo
per esempi semplici come quello precedente, € questo un problema difficile almeno quanto
quello di risolvere f(x) = 0.

e Nel seguito si supporra che I = [a,b], che f'(z) # 0 per ogni x € I (e quindi che f'(x)
abbia segno costante su I, dato che f € C'(I)) e infine che f(a)f(b) < 0.

50.1. II metodo della “regula falsi”. L’idea fondamentale per ottenere un’approssi-
mazione della radice &, della f(z) = 0 in I & di rimpiazzare f con un polinomio di primo
grado P(z) tale che P(a) = f(a) e P(b) = f(b). Questo nient’altro sara che un caso
particolare dei cosidetti polinom: di interpolazione che il lettore avra modo d’incontrare
nel corso di Calcolo Numerico. L’ipotesi P(a)P(b) < 0 implica che I'equazione P(z) = 0
abbia almeno una radice £ € [ e si prendera questa come approssimazione di &y: si vuole
allora trovare un metodo per controllare I’errore commesso, cioe valutare |£ — &.

Lemma 50.1. Sia J C R un intervallo e sia f € C*(J). Siano xg,x1 € J, o # 71, € si

consideri®
Pla) = f(z1) (z — z0) — C))

Tr1 — X Tr1 — X

(x — 1) .

Allora, per ogni x € J, esiste un punto £ (che dipende da x) nel piu piccolo intervallo
chiuso contenente x,xq, x1 tale che

(502 (&) = P() = 5 F(©)w — o)z — )

Dimostrazione. La dimostrazione risulta dal Teorema di Rolle 25.1. Infatti, sia x €
J \ {zo, 1} e si consideri la funzione u : J — R data da

u(t) = f(t) = P(t) = c(t — o) (t — x1) ,
dove ¢ € R ¢ la costante determinata dalla condizione u(x) = 0. Segue che u(z) = u(zg) =
u(x1) = 0. Senza perdere di generalita si puo supporre che sia x < o < x1; allora per il
teorema di Rolle applicato negli intervalli [z, 2], [xq, 1] esistono due punti y; € (x,z) e
Y2 € (xg,x1) tali che u/(y;) = 0, v/(y2) = 0. Applicando ancora il teorema di Rolle alla
funzione ' nell’intervallo [y, y2], si ha che esiste un punto £ € (y1,y2) tale che u”(§) = 0.

Tuttavia u”(t) = f"(t) — 2¢ e quindi ¢ = = f"(§). Si pud ora sostituire 1'espressione di ¢

cosi ottenuta in u(x) = 0 per ottenere la relazione (50.2). O

298 osservi che P(zq) = f(x0) e P(x1) = f(z1).
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Proposizione 50.1 (regula falsi). Nelle ipotesi del Lemma 50.1, se f'(x) # 0 per ogni
x € J, se f(&) =0 e P(§) =0 per qualche &,& € J, allora

1 f"(z)
(50.3) {—b=35 Pl (€ — z0)(§ — 1)
per qualche z,z" € J. In particolare, se |f'(x)| > m > 0 e |f"(x)| < M per ogni x € J,
allora

(50.4) € =&l < % 1§ = &ol [§ — 2]

Dimostrazione. La proposizione risulta immediatamente dal Lemma 50.1. Infatti per
tale lemma, esiste z nel piu piccolo intervallo contenente x, xq, 1 tale che sia soddisfatta
la (50.2). In particolare per x = ¢ si ha

£©) = 5 () ~ )€ — )

dove z dipende da &. Inoltre, applicando il Teorema di Lagrange 25.2 alla funzione f
nell’intervallo chiuso di estremi & e £ si ottiene

f(&) = (&) f(Z)
per qualche 2’ fra & e &. Dalle due relazioni cosi ottenute si ha la formula desiderata. Il
lettore non avra difficolta a dedurre la (50.4) dalla (50.3). O

e Si puo dire che la relazione (50.4) valuta 'errore commesso (da una maggiorazione dello

stesso in termini di M, m, £, zo e z1). Se la costante 3 |€ — xo] |€ — 21| non ¢ suffi-
m

cientemente piccola (e quindi, presumibilmente, I’errore commesso non ¢ sufficientemente
piccolo) allora si pud ripetere il procedimento descritto. Precisamente, se ad esempio
I = [a,b], si calcola f(£): a seconda del suo segno, la radice & sta nell'intervallo [a, £]
oppure nell’intervallo [£, b]. Si ripete il procedimento descritto in quel sottointervallo con-
tenente & (i.e. sirimpiazza f con un polinomio di primo grado che assume agli estremi del
sottointervallo i valori assunti da f) ottenendo cosi una nuova approssimazione &' di &.
Applicando il metodo descritto un numero arbitrario di volte, si otterra una successione
{&}nemoy (con & =&, & = ¢'). Infine, si puo dimostrare che tale successione converge
a fo.

Per applicare la regula falsi & necessario conoscere a priori 1’esistenza di una radice
del problema nell’intervallo I. Sotto opportune ipotesi si possono ottenere metodi di
approssimazione di una radice dell’equazione (50.1) che nello stesso tempo dimostrino
anche 'esistenza della radice stessa.

50.2. Il metodo delle approssimazioni successive. In quel che segue si illustrera
un’idea molto importante nell’intera analisi matematica e cioe quella di iterazione di un
processo di approssimazione (nota anche come metodo delle approssimazioni successive).
Si puo sempre scrivere la (50.1) nella forma

(50.5) gx) ==z
(ponendo g(x) = = — f(z)). Si enuncia allora il seguente

Teorema 50.1. Sia xo € I, si supponga che esistano ¢ > 0, 0 < q < 1 tali che [xg —
c,xo+c] CIle
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(i) |¢'(z)| < q per ogni x tale che |z — x| < ¢,
(ii) [g(xo) — zo| < ¢(1—q).
Allora esiste unica una radice & dell’equazione (50.5) tale che
€0 — 20| < c.
Inoltre la successione {xn}neN\{o} definita dalla relazione di ricorrenza
Tpt1 =9g(Tn) , n >0
soddisfa
|£0 - xn| S c qn
e quindi lim x, = &.
n—oo
Dimostrazione. Si osservi innanzituttto che x, € [rg — ¢,zo + ¢| per ogni n > 0.
Infatti tale affermazione si puo dimostrare per induzione su n. Chiaramente xq si trova

nell'intervallo in discussione. Sisupponga ora che g, - -, x, € [xg—c,zo+c| e si consideri
ZTni1 definito da

Tpt1 = g(xn) .
Allora
(50.6) Tpt1 — T = g(xn) — g(xp_1) .

Si applichi il teorema di Lagrange alla funzione g nell’intervallo chiuso di estremi x,,_; e
Tp; esiste dunque z fra x,_q e x, tale che

9(an) = g(xn1) = ¢'(2)(xn — Tp1) -
Per l'ipotesi d’induzione, il piu piccolo intervallo contenente x,, e z,_1 € incluso in [xy —
¢, o + ¢] e quindi z stesso sta in [xg — ¢, zo + ¢]. Si puo quindi applicare l'ipotesi (i) del
Teorema 50.1 per ottenere
19(xn) = g(zn-1)| = |9'(2)] |20 = Tn1| < glwn — 20
e allora (per la (50.6))
|Tns1 — Tn| < qlTn — 201

e, per ricorrenza

|Tni1 — 2| < ¢"|21 — m0] = ¢"g(w0) — w0| < cq"(1 = q)
tenuto conto dell’ipotesi ii). Siccome

Tpr1 — To = (Tpa1 — xn) + (T — Tp1) + -+ + (21 — 20)
allora

|Zpe1 — @] Sc(l—=q)(L+g+-+q")=c(l—¢") <c.

In altre parole, anche w,; sta in [zg — ¢, 29 + ¢|. Infine, per il principio d’induzione

matematica, tutti i termini della successione {z, },>¢ si trovano nell'intervallo [z¢—c¢, o+
c|. La disuguaglianza

(50.7) |Tni1 — ] < cq"(1—q)

ottenuta qui sopra, mostra che la serie Z(mn+1 — x,,) € assolutamente convergente e
n>0

quindi la successione {z,},>o ha limite finito. E questo il consueto trucco che consiste

nel “trasformare” la successione {x,},>0 in una serie numerica. Sia allora &, = nh_)n;@ T
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Poiché g € continua, passando al limite per n tendente all’infinito nell'uguaglianza g(x,,) =
Tpi1 i ottiene g(&) = & (ed e chiaro che & € [xg — ¢,z + ¢]). Sempre dalla (50.7) si
puo dedurre che, per ogni p € N, p > 1,

’xn+p - 33n| < ‘xn—i-p - xn-l—p—l’ + ’$n+p—l - xn+p—2| +eeet ’xn+1 - xn’ <

Sc(l=g)g"TT H T4 ") =
n 1- q’

=c(l—q)q <cq".

Si passi al limite per p — oo nella disuguaglianza
|In+p —xn| <cq"
cosl da ottenere
‘fo—ilfn‘ chn :
Resta da dimostrare soltanto l'unicita della radice &, dell’equazione g(x) = = nell'inter-

vallo [xg — ¢, g + ¢|. Se & & un’altra radice, i.e. ¢(&) = &, tale che & — x| < ¢,
allora

& —&o = g(&1) — 9(&o)
e applicando nuovamente il teorema di Lagrange e Iipotesi i) si ottiene
&1 — &l < q |61 — &l
e quindi & = & (altrimenti si otterrebbe ¢ > 1 che ¢ assurdo). O
50.3. Il metodo di Newton. L’idea di tale metodo ¢ molto simile a quella della regula

falsi, tranne per la scelta del polinomio P(z) (i.e. si sceglie una parallela ad una tangente
al grafico della funzione f anziché una secante). Precisamente

Teorema 50.2. Sia xg € I e si considerino i numeri c > 0 e A > 0 tali che
. c
0) /o)l <52

(ii) per ogni x,y € [xg — ¢, 0 + c| C I restino soddisfatte

, 1
(50.9) @)= 5

(50.9) 7@~ )l < 55

Allora esiste ed é unica una radice & dell’equazione f(x) = 0 nell’intervallo [xg—c, xo+c].
Inoltre per una qualsiasi successione {z,}n>0 di punti in [xg — ¢,z + c|, la successione
{Zn}n>0 definita dalla relazione di ricorrenza

f'(zn) e

(50.10) Tpp1 = Tp —

tende a & per n — oo.

Dimostrazione. Innanzitutto, si verifichera (per induzione matematica) che tutti i ter-
mini della successione {z,},>0 stanno nellintervallo [x¢ — ¢, o+ ¢] e nel farlo, si dimostr-
eranno anche le relazioni

(50.11) |2y — Znoy] < 2%
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c

(50.12) fan)l < 3

per ogni n > 1. Infatti, si osservi che per n = 1, la relazione (50.12) & soddisfatta in virtu
dellipotesi (i) del Teorema 50.2. D’altra parte

f(x0) c

f'(z0)] — 2

per lipotesi i) e per la disuguaglianza (50.8). Si ragioni ora per induzione, supponendo le
(50.11) e (50.12) vere. Si ha (per la (50.10)) che

f(xn) = f(«rn) - f(xnfl) - (xn - xn71>f/(znfl> .
A questo punto si adoperi la disuguaglianza

(50.13) () = fly) = f'(2)(x =)l < (x —y) sup |f'(t) = f'(2)]

z<t<y

|171 - 900| =

vera per tutti gli z,y, z € I con y < x (un corollario immediato del teorema di Lagrange).

Si ottiene:
c

gn+1)

e la (50.12) (con n rimpiazzato da n 4 1) € verificata. D’altra parte si ha
f(zn)
f'(zn)
per la (50.8) e per il risultato precedente. Risulta cioe la (50.11) (con n rimpiazzato da
n+ 1). Si deduce che

1
|f(zn)] < B3\ |Tn — 1| <

C
— 2n+1

|$n+1 - $n| -

n+1
|1 — 10| <> 27 <c
j=1
e quindi z,41 € [rg — ¢,x9 + ¢|]. Dalla (50.11) si deduce subito che Z(xn — Tpoq) ©

n>1
assolutamente convergente e quindi esiste & € [zg—c¢, xo+¢] tale che lim z,, = &. Rimane
n—oo

da verificare 'unicita della radice dell’equazione f(x) = 0 nell'intervallo [z¢ — ¢, zy + ¢].
Se & ¢ una di queste radici, allora (dalle (50.13) e (50.9))

’f/(zn)(fl — Tpp1)| = (&) — f(wn) — f/(Zn)(fl —z,)| <

< N &1 — 2
e quindi (dalla (50.8)):
&1 — Tpqa| < % &1 — 0] -
Per n — oo si ottiene: 1
& — &l < 5 &1 — &ol
cioe & = &. O
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51. APPENDICE

e Sia A un insieme; si dice relazione su A ogni sottoinsieme R di A2 = A x A.
Sia R C A? una relazione in A4; se (z,y) € R allora si dice che gli elementi x ed y sono
nella (o in) relazione R e spesso si scrive anche

TRy .

e Sia A un insieme ed R una relazione in A; si dice che R ¢ una relazione di ordine in A
se R e

e riflessiva, cioe per ogni a € A e a R a;
e antisimmetrica, cioe se per ogni a,b € Apercui a Rb e bR a segue che a = b
e transitiva, cioe per ogni a,b,c € Apercui a Rb e bR ¢ segue che a R c.

e Un insieme ordinato ¢ una coppia (A, R) costituita da un insieme A e da un relazione
di ordine R in A.

e Sia (A, R) un insieme ordinato. Due elementi a,b € A si dicono confrontabili se a R b
oppure b R a.

e Se comunque si scelgano due elementi di (A, R), essi sono sempre confrontabili, allora R
si dice una relazione di ordine totale; inoltre (A, R) si dice un insieme totalmente ordinato.

Esempio 51.1.

(i) Sia A un insieme, A # (. Allora la relazione di inclusione debole “C” & una
relazione di ordine sull’insieme P(A) delle parti di A. In generale “C” non ¢ una
relazione di ordine totale. Infatti per A = {1,2,3} i sottoinsiemi {1,2} e {2,3}
sono due elementi di P(A) non confrontabili.

(ii) In R si consideri la relazione definita da:

rRy < x<y.

E facile verificare che (R, <) & un insieme totalmente ordinato. Analogamente per
ogni sottoinsieme A C R, (A4, <) & un insieme totalmente ordinato.
(iii) R con la relazione definita da

TRy <= x>y
¢ un insieme totalmente ordinato e lo ¢ anche (A, >) per ogni A C R.
e Sia (A,R) un insieme ordinato. Un elemento ay € A si dice un primo elemento di A se
per ogni a € A tale che a R ag segue che a = ay.

Proposizione 51.1. Sia (A, R) un insieme totalmente ordinato. Se A ammette un primo
elemento allora esso € unico.

Dimostrazione. Siano ag,ay, € A due primi elementi di A. Siccome A ¢ totalmente
ordinato, si presentano due casi: 1) ap R ay oppure 1I) aj R ag. Se vale il primo allora,
essendo ag un primo elemento di A, € ag = ay, se invece vale il secondo allora, essendo ay
un primo elemento di A, ¢ aj = ag. In ogni caso ay = ay. O

Corollario 51.1. Sia A C R un sottoinsieme. Se A ha minimo allora esso é unico.
Analogamente, se A ha massimo allora esso € unico.
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Dimostrazione. Si consideri l'insieme totalmente ordinato (A, <) e sia my = min A.
Dunque per ogni a € A € my < a e quindi se esistesse un elemento ay € A per cui
ag < mg, necessariamente sarebbe ay = myg. Pertanto mg € un primo elemento di (A, <).
Dalla Proposizione 51.1, my € unico.

In modo analogo, se My = max A allora®® M, & un primo elemento dell’insieme totalmente
ordinato (A, >) e percio M, € unico. O

Osservazione 51.1. Un insieme ordinato ma non totalmente ordinato puo avere piu di
un primo elemento. Ad esempio sia A = {{1,2,3},{1,2},{1,3}}; (A,<C) ¢ un insieme
ordinato ma non ¢ totalmente ordinato in quanto {1,2} e {1,3} non sono confrontabili.
Si noti che (A, C) ha due primi elementi che sono {1,2} e {1,3}.

Definizione 51.1. Sichiama sezione di un insieme totalmente ordinato (A, R) una coppia
ordinata (B, C') di sottoinsiemi B e C' di A tali che BUC = A, BN C = () e comunque
si scelgano b € B e c e C e sempre bR c.

e La definizione di estremo superiore di un sottoinsieme di R ci permette di dimostrare

Proposizione 51.2 (disuguaglianza di Archimede). Per ogni coppia di numeri reali
positivi distinti x,y € R esiste ng € N\{0} tale che nox > y.

Dimostrazione. Si supponga per assurdo che la proprieta non sia vera. Allora esistono
due numeri reali positivi zo e yo tali che per ogni n € N\ {0} sia nzg < yo. Si ha che yg
¢ un maggiorante dell'insieme A = {xg, 2x, 3o, -+, N, -+ } C R che dunque risulta
essere limitato superiormente. Sia M = sup A; allora per ogni n € N\{0} & nzo < M: in
particolare & anche (n + 1)zg < M, per ogni n € N\{0}, da cui nzg < M — xg, per ogni
n € N\{0}. Quindi M — xy ¢ un maggiorante di A e M —xy < M. Assurdo, perché M &
il minimo dei maggioranti di A. O

e Proviamo la seguente caratterizzazione delle funzioni monotone continue.

Proposizione 51.3. Sia f : D(f) — R una funzione monotona nel connesso A C D(f).
f € continua in A se e solo se f(A) é connesso.

Dimostrazione. Se f ¢ continua nel connesso A allora f(A) ¢ connesso (cfr. Proposizione
21.2). Viceversa sia f(A) connesso. Per xy € A e € > 0 si consideri 'intorno I(f(xo),¢).
Dalle proprieta degli estremi esistono ', 3" € f(A) tali che

inf f <y’ < flwo) <y <supf.
A

Se fosse y' ¢ I(f(zo),e) allora |y — f(zo)] > € e poiché ¢y < f(zg), necessariamente
sarebbe ¢y < f(xg)—e. D’altra parte siccome f(A) ¢ connesso, ¢ [/, f(zo)] C f(A), inoltre

f(xo) —e € [y, f(xo)], dunque (f(z0) —¢, f(z0)) C [f(z0) —E,f(l"o’)} C [y, f(zo)] C f(A).
Quindi se |y — f(zo)| > € allora ogni elemento y € (f(x) — €, f(z0)) ¢ tale che

inf f <y <y < flzo) . yefANI(f(wo)e).

In modo analogo se 3" ¢ I(f(xo),e) e cioe |y — f(xg)] > e allora ogni elemento y €
(f(xo), f(zo) +€) ¢ tale che

flzo) <y <y’ < sgpf , Yy € f(A)NI(f(x0),€) -

30per ogni a € A ¢ My > a e quindi se esistesse un elemento ag € A per cui ag > My necessariamente
sarebbe ag = M.
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In definitiva esisteranno y.,y” € f(A) N I(f(xo),¢) tali che
(51.1) inf f <y < flawo) <yi <supf,
A

yr = f(zl), y? = f(a), 2L,z € A. Se f e decrescente allora z < zy < xL: infatti se

fosse x = xy sarebbe y” = f(a”) = f(x) che contraddirebbe la (51.1). Se fosse x > x
allora sarebbe y” = f(27) < f(xo) che ancora contraddirebbe la (51.1). Similmente non
puo essere z. < xo. Sia 6. = min{|z? — x|, |z — zo|} > 0. Ogni x € I(xg,0.) ¢ tale che

f(z) € I(f(xp),e). Infatti in tal caso
2 <mog—0. < < T+ <1l

cioe x € [z, xL]. Allora f(z) € f([zZ,2L]) C [f(«l), f(z¥)] C I(f(x0),€). Questo prova
la continuita di f in xg che essendo un arbitrario punto di A da la continuita di f in A.

Analogamente si procede se f € crescente. U
e Sappiamo che se z € C, z # 0, allora % = |z% . Dalla (34.2), tenuto conto che
Z = |z|e7"A™®* si ha
L1 p—logz _ ,—llog|zl+i(Arg 2+2km)] _ ,—log 2| ,—i(Arg z+2km) _
L e L2 2 g
2| 2l |z |22

Quindi se z # 0 allora, come nel caso reale,
_ 1
27 l=1C_,
z

e Siano z,w € C, z # 0, allora log 2" # wlog z.
Infatti se ad esempio z = w = i allora dalla (34.2) si ha

Z-'i — eilogi
dove .
logi = log |i| + i(Argi + 2kr) = i (5 + ka) . kel
ie. .
iP=e 2T ph=_keZ
da cui A
logi' =loge 22" =log|e” 27| +i (Arge 22 4 2mrr) =
—loge 2" L 9mmi |, homeZ
ie. ‘ -
logi' = —5 +2(h+mi)r , hmeZ
mentre

ilogizz'(i (g+2m>) :—%mm  h=—keZ.
Si osservi che mentre 7logi ¢ un numero reale, log " ha parte immaginaria non nulla.

In modo simile, se
o 2z, wy,wy € C, 2 #0, allora (2"1)" # z"1"2,

Infatti prendiamo z = wy; = wy =1, si ha

(ZfL)l _ eilogz‘i
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quindi dalle formule precedenti

(lz)’ _ ei[—g+2(h+mi)w] — p2mmti(=F+2hT) _

—2mm

T P
=e e =—je " hmeZ,

mentre

e Abbiamo visto nel capitolo VII il teorema della media integrale (cfr. Teorema 37.1) noto
anche come [ teorema della media integrale. Diamo adesso un teorema a esso simile detto
11 teorema della media integrale. In realta esso, come vedremo, risulta essere un’immediata
conseguenza della seguente

Proposizione 51.4 (formula di Bonnet). Siano f : [a,b) = R una funzione decres-
cente non negativa e g € R([a,b)). Allora esiste xy € [a,b] tale che

Zo
(51.2) [ rwterar= s [ oty ar.
Dimostrazione. Poiché f & monotona e non negativa su [a,b), f ¢ limitata®® dunque
f € R([a,b)). Sia A una partizione dellintervallo [a, b),
A: a=xy<r1<--<x,=0b

cosicché

/abf(x) dx—z (x)dx

7311

qualunque sia il numero n della partizione scelta. Passando al limite per n — oo si ha

(51.3) / f(x)g(x)dx = nh_)IIOlo Z:: /9:1 f(x)g(x)dx

Ora
| s@awas= [ 1@ - sl s [ st

i—

dove

sup |f(z) = f(ziz1)| = f(@izy) — f(z)) = sup f— inf f=M,—m;.

[i—1,2) [@i1,2i) [i—1,2:)

Posto L = sup |g], si ha
[a,b)

f(xia)lg(w) dx

SLE:/'z (Mi—mi)dZESL(SA—SA)<E

=1

31Se non lo fosse per ogni M > 0 esisterebbe un punto zs € [a,b) tale che |f(zpr)| = f(xp) > M. In
particolare per ogni n € N\ {0} esisterebbe z,, € [a,b) tale che f(z,) > n. Allora lim f(z,) = +oco. Di
n—oo

conseguenza per ogni M > 0 esisterebbe ny; € N tale che per n > nj; si avrebbe f(z,) > M. Siccome f
¢ decrescente e a < x,, sarebbe f(a) > f(z,) > M per ogni M > 0 e questo & assurdo.
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per ogni € > 0 e per n > n.. Pertanto

(51.4 }gozj/éLﬂ@—fumﬁM@)ZO-

allora
S [ s =3 sy [ gerde=
=S )[Gl) — Gl )] = S Gl (i) = 3 Gl (i) =
= 3 Gl (i) + GO f(nr) — Cla) () — 3 GOl ) =
= GO f(aaa) + Y Gl i) — S
Se .
m=minG , M=max(C
[a,b] [a,b]

allora B . )

) +m Y i) = @) <Y [ flaigleydo <

< M (o) + MY (i) = f)

passando al limite per n — oo si ottiene

) < lim 2/ F(xio1)g(z) de < Mf(a)

n—oo

che dalle considerazioni fatte e equivalente a

/f v)de < Mf(a).

Dunque

/f x)dx € [m, M]

ovvero esiste un punto yo € [m, M tale che

/f ©)dz = yof(a)
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D’altra parte, essendo la funzione integrale G lipschitziana su [a, b], esiste un punto xg €
[a, b] tale che G(zg) = yo ed allora si ha

[ rwyar =i [ oy,

Teorema 51.1 (IT teorema della media integrale). Siano f : [a,b] — R una funzione
monotona in [a,b] e g € R([a,b). Allora esiste xq € [a,b] tale che

/ Ut f(a)/a%g(fv)dHf(b)/xjg(:c)dx.

Dimostrazione. Basta applicare la formula di Bonnet (51.2) considerando la funzione
decrescente e non negativa

0

W) = f(z) = f(b)

se f e decrescente e la funzione —h(x) se invece f ¢ crescente. 0

Il Teorema 51.1 ci permette di provare un criterio per la convergenza degli integrali gen-
eralizzati, e precisamente abbiamo

Proposizione 51.5. Siano f : [a,+00) — R una funzione monotona in [a,+00) con
lim f(x)=0eg:[a,+00) — R tale che

T—+00
(i) g € R([b,c)) per ogni b,c > a,
(ii) esista una costante M > 0 per cui

/cbg(x) dx

f(@)g(z)dx

<M

per ogni b, c > a.

Allora

COnverge.

Dimostrazione. Siano 0,0 > a con b/ < V’; dal II teorema della media integrale
(Teorema 51.1) esiste un punto & € [V, b"] tale che

b 3 b
x)g(x)dz| = |f(V x)dx b x)dx
fgte)ds| = |10 [ ot o+ 1) [ ot

b/

Poiché hIJP f(x) = 0, per ogni € > 0 esiste x. > a tale che per ogni x > x. si abbia
T—>+00
|f(z)| < e; in particolare per V', b" > z. si avra
f)<e , [fQO")]<e
b//

¢ b
f(z)g(x)dx <5(/b/ g(x)dx| + /g g(x)dx) < 2Me

e dal teorema di Cauchy per i limiti si ha ’asserto. O

dunque

b/
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ArLraBETO GRECO

Nome Maiuscola Minuscola
Alfa (o Alpha) A a
Beta B B
Gamma r 0%
Epsilon E €, €
Zita (o Zeta) Z ¢
Eta H n
Theta © 0, v
Tota 1 L
Kappa K K
Lambda A A
Mi (o Mu) M W
Ni (o Nu) N v
Xi = £
Omicron (@) 0
Pi 1I s
Ro (o Rho) P p
Sigma by g, S
Tau T T
Upsilon T v
Fi (o Phi) ) o,
Chi X X
Psi v P

Omega Q w
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MATEMATICI

BERNOULLI Jacques I, Basilea 1654 - 1705.

BERNOULLI Jean, Basilea 1667 - 1748.

BOLZANO Bernhard, Praga 1781 - 1848.

BOREL Emile, Saint-Affrique (Aveyron) 1871 - Parigi 1956.

CAUCHY Augustin (barone), Parigi 1789 - Sceaux (Parigi) 1857.

EULER Leonhard, Basilea 1707 - Pietroburgo 1783.

HEINE Heinrich Eduard, Berlino 1821 - Halle 1881.

HESSE Ludwig Otto, Kénigsberg 1811 - Monaco 1874 (allievo di C. Jacobi).

de 'HOPITAL Guillaume Franois Antoine (marchese de 'Hpital), Parigi 1661
Parigi 1704.

JACOBI Carl, Potsdam 1804 - Berlino 1851.

LAGRANGE Giuseppe Luigi, Torino 1736 - Parigi 1813.

RICCATTI Iacopo Francesco, Venezia 1676 - Treviso 1754.

RIEMANN Bernhard, Breselenz (Hannover) 1826 - Selasca 1866.
SCHWARTZ Laurent, Parigi 1915 (distribuzioni).

SCHWARZ Karl Hermann Amandus, Hermsdorf (Slesia) 1843 - Berlino 1921.

WEIERSTRASS Karl Theodor Wilhelm, Ostenfelde (Miinster) 1815 - Berlino
1897.



